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Resumo

A formagao de padrdes na Natureza é atualmente um tépico central
de investigacao em varias areas, incluindo na biologia teérica, isto é na
area da biologia que utiliza modelos matematicos de modo intensivo.
Neste trabalho, estudamos varios modelos de sistemas de equacoes com
derivadas parciais que pretendem explicar este fenémeno.

As principais questoes que abordamos s&o relativas ao estabelecimento
de condig¢oes que levam a formagao de padroes e ao tipo de imagem que
esses padroes poderao exibir. Comegamos por estabelecer o modelo pio-
neiro de reagdo-difusao proposto por Alan Turing, no seu trabalho pio-
neiro "The chemical basis of morphogenesis" |[1| para explicar a formagao
de padroes durante o desenvolvimento do embrido. Analisamos as insta-
bilidades de Turing e apresentamos simula¢des numéricas que ilustram o
conceito para uma classe de reagoes quimicas.

Motivados por questoes recentes, surgidas no &mbito da biologia, ap-
resentamos modelos que incluem outro tipo de fen6menos para além
da difusdo e da reacgdo: afinidades quimicas ou presenca de fluxos.
No primeiro caso, é analisado um sistema de reagao-difusao que inclui
afinidades quimicas e no segundo caso, é explorado um sistema de reacao-
difusdo-convecgao. Alguns dos resultados relativos a estes modelos resul-
taram de desenvolvimentos de abordagens apresentadas na bibliografia
consultada. Para cada um dos modelos estudados foi desenvolvida uma
analise linear e exibidas simulacoes numeéricas ilustrativas.

Palavras Chave: sistema de reacao-difusao, convecgao, afinidades quimicas, padrao

de Turing, reacao de Schnakenberg.



Abstract

Pattern formation in Nature is nowadays an intense research topic
in several areas, including mathematical biology. In this master thesis
we consider some models based on systems of partial differential equa-
tions that pretend to explain this phenomenon. Our main concern is to
understand which conditions lead to a pattern formation and how that
patterns would look like. We start by deducing the pioneer reaction-
diffusion model proposed by Alan Turing in his seed paper "The chem-
ical basis of morphogenesis" [1] to explain the pattern formation during
the early stages of embryo development. We analyze Turing instabilities
and present numerical simulations for a class of chemical reactions. Mo-
tivated by recent biological issues, we present and analyze other models
which include binding effects of chemicals and the presence of a flux. In
the first case, we analyze a three species reaction-diffusion system and, in
the second case, we explore a reaction-diffusion-advection system. Some
of the results concerning these models are developments of mathematical
arguments found in the consulted works. For each case a linear analysis
is developed and numerical simulations are exhibited.

Keywords: reaction-diffusion system, convection, binding effect, Turing pattern,

Schnakenberg reaction.
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Capitulo 1

Introducao

Ao olharmos a nossa volta observamos que a Natureza nao é monotona. Ve-
mos cores e formas em constante dindmica. Em particular, na pele dos animais,
encontramos os mais diversos padroes que sao o resultado de um longo processo de
evolugdo. E as perguntas surgem naturalmente: Como se formam esses padroes?
Que processos quimicos, fisicos e biologicos estao envolvidos? Cientistas de difer-
entes areas trabalham atualmente em colaboragao para tentarem responder a essas
questoes. Fste problema insere-se na embriologia, ramo da biologia que estuda a
formacao e o desenvolvimento do embrido, e, mais concretamente, na morfogénese

que estuda o desenvolvimento dos padroes e da forma [2].

Um dos modelos mais estudados de um mecanismo para a morfogénese foi pro-
posto em 1952 por Alan Turing [1]. Em "The Chemical Basis of Morphogenesis",
Turing provou matematicamente que duas substancias quimicas, designadas mor-
fogenos, reagindo entre si e difundindo-se por um tecido, podem levar & formagao de
um padrao espacial de concentracoes, estacionario, que permanece portanto em equi-
librio dinadmico. Esse pré-padrao de concentragoes, também conhecido por padrao
de Turing, seria fundamental no processo de diferenciagdo ou migracao das célu-
las. Esta ideia teve um grande impacto na comunidade cientifica, tendo desde entao
motivado uma intensa pesquisa na tentativa de, por um lado, se tentar perceber
como de facto ocorre a morfogénese e, por outro, se perceber teoricamente em que
condicgoes existe uma tal solucao no sistema de equacoes e que propriedades podera
ter. Apesar da grande atividade cientifica, a primeira observacao experimental deste
fenémeno s6 ocorreu em 1990 pelo grupo De Kepper em Bordeaux, sendo conhecida
por reagdo CIMA! [3]. Esta descoberta veio aumentar o interesse e intensificar a
pesquisa nesta area. Recentemente, tém sido descobertos vérios morfogenos, no en-

tanto, é ainda uma questao em aberto saber se os padroes espaciais que se observam

! Chlorite-iodide-malonic acid-starch reaction.
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no desenvolvimento de alguns seres vivos sao, de facto, originados por mecanismos
de Turing. H4 casos em que se sabe que a formacao de padroes nao é devida a estes
mecanismos, mas sim a interagdes complexas de gradientes, como é o caso da mosca
da fruta Drosophila [4]. O modelo de Turing tem ainda sido aplicado & formacao
de padroes na pele dos animais, nomeadamente, do leopardo, da zebra, da girafa e
de borboletas [2]. Alguns autores utilizaram o modelo de Turing, adaptando-o a um
dominio espacial crescente ao longo do tempo. Citamos como exemplo Kondo que
explicou o aparecimento de padroes que ocorrem na pele de alguns peixes [5]. Os
resultados experimentais tém mostrado que os mecanismos que estao na origem da
formagao de padroes podem ser bastante mais complexos, podendo incluir também,
para além da reacao e da difusdo, a conveccao, a elasticidade, a viscosidade ou as
forgas exercidas por proteinas [6]. Tém, por isso, sido sugeridos outros tipos de mod-
elos como o modelo do gradiente |7] (também conhecido pelo French Flag Model,
Wolpert 1969), da quimiotaxia ou modelos mecanicos (Oster-Murray-Harris 1983)
que incluem a interagao das células com o meio extra-celular [2|. Sabe-se ainda que,
no regime linear, todos os modelos dao resultados idénticos, ao mesmo tempo que,
de um ponto de vista prético, todos sao plausiveis de se aplicarem a umas ou outras
situacoes. E nesse sentido que optamos por direcionar este trabalho para o modelo
de Turing, por ser a base de todos os outros e, naturalmente, o mais simples.

Nos proximos capitulos sera estudada a formacao de padroes de um ponto de vista
matematico, em varios modelos quimicos baseados no modelo de Turing. No capitulo
2, sao apresentados os fundamentos teéricos da formagao de padroes de Turing, em
particular, deduzimos condig¢oes necessarias & formacgao de padroes espaciais. No
capitulo 3, analisamos a violagdo de uma dessas condigoes: a desigualdade entre
os coeficientes de difusdo dos morfogenos envolvidos. No capitulo 4, estudamos a
formacgao de padroes na presenga de convecgao e, no ultimo capitulo, apresentamos
algumas conclusoes. Por fim gostariamos de observar que alguns dos resultados
dos capitulos 3 e 4, resultaram de desenvolvimentos de abordagens apresentadas na
bibliografia consultada. Todas as simula¢bes numéricas incluidas nesta dissertagao

foram diretamente implementadas por noés utilizando o software Matlab.
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Um modelo de reacao-difusao:
padroes de Turing

A teoria de Turing designada por teoria da reagao-difusao da morfogénese teve
um grande impacto em varios ramos da ciéncia uma vez que motivou a criagao de
diferentes linhas de investigagdo tanto em matemaética como em biologia, fisica e
quimica. E atualmente um topico de intensa investigacdo e representa um modelo
tedrico que permite explicar a génese da forma no &mbito da biologia.

Nesta seccao sera apresentada esta teoria e a sua aplicagao a formagao de padroes.

A. Turing [1] sugere que o mecanismo da formagcao de padrdes se desenvolve em

duas fases:

1. formacdo do pré-padrao de concentracdes de morfogenos!: dois morfogenos
difundem-se e reagem, até que as suas concentragoes atingem um equilibrio

dindmico;

2. diferenciacao ou migracao das células em funcao das concentracoes dos mor-

fogenos.

O modelo de reagao-difusao que descrevemos neste capitulo explica a formagao

do pré-padrao.
2.1. Um modelo de reagao-difusao

Este modelo baseia-se em apenas dois fenémenos: a reacgao entre duas substancias
quimicas e a sua difusdo num tecido. Para o descrever matematicamente usamos,
por isso, um sistema de reagao-difusao, continuo relativamente ao espago e ao tempo,
que serd deduzido de seguida. Consideramos, ainda, um dominio espacial {2 limitado

e homogéneo.

'Um morfogeno é uma molécula sinalizadora que atua diretamente sobre as células de um tecido,

induzindo uma resposta por parte dessas células.
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Comecemos por considerar duas fungoes u,v : Q x (0,00) — R, em que 2 C R3 ¢
um conjunto aberto, que representam a concentragao dos morfogenos U e V no tecido
Q (conjunto limitado) e ao longo do tempo. Para qualquer subconjunto virtual K
de €2, compacto e com fronteira seccionalmente suave verifica-se que

Variacao da massa em K = Fluxo que passa através da fronteira de K+ Taza

de produc¢ao em K,

gt///udxdydz: —//(J|n)ds+///f(u)dxdydz, (2.1)
K S K

onde S representa a fronteira de K, J representa o fluxo, n a normal unitaria exterior

isto é,

a S e f afungdo que representa a taxa de produgao de U.

Notemos que se o fluxo J estad a entrar em K, entdo a massa [[[, udzdydz
aumenta, logo o membro esquerdo de ( 2.1) é positivo. Mas se o fluxo J esta a entrar
em K, entao (J|n) < 0, o que explica o sinal menos no termo do fluxo na equagao
( 2.1). Um argumento analogo poder-se-ia apresentar para o caso do fluxo a sair de
K.

Supondo que J é continuamente diferenciavel, pelo teorema da divergéncia vem

(J|n)dS = div(J) dzdydz (2.2)
S K

e aplicando a primeira lei de Fick obtemos

/ / / div(J) dwdydz = — / / / div(dy 7 u)dzdydz,
K K

onde d,, representa o coeficiente de difusdo do morfogeno U. De ( 2.1) e ( 2.2),

atendendo a regularidade das fungoes, vem entao
ou ,
i div(dy 7 u) — f(u) dedydz = 0. (2.3)
K

Fazendo K = B(Py,¢), isto ¢, considerando que K ¢é a bola fechada de centro P,
e raio €, € > 0 e admitindo a regularidade da fungao integranda, podemos estabelecer

a partir de ( 2.3) que
_ ou )
dP € B(Py,e€) : T div(dy 7 u) — f(u)|p_p =0

e calculando entao o limite quando € — 0 deduzimos

%:duAu—I—f(u,v), PeQ, t>0, (24)



2.1 Um modelo de reacio-difusio

em que d, é considerado constante. Como estamos interessados na formacgao de
padroes sem que haja influéncia do meio exterior vamos assumir, neste estudo, que
o tecido é isolado relativamente aos morfogenos. Usaremos, por isso, condigoes de
fronteira de Neumman homogéneas. Acrescentando a equacao que modela a con-
centragao do morfogeno V obtemos o sistema de reagao-difusao com condicoes de

fronteira Neumann homogéneas e que iremos explorar nas proximas secgoes,

( ou=dy Au+ f(u,v)  em Q x (0,00)

Ov=dy, Au+g(u,v) em Q x (0,00)
Opu = Opv =0 em 09 x (0,00)
u(P,0) = up(P) em Q x {0}

\

em que 0f) representa a fronteira de €2, n representa a normal unitaria exterior a
0 em cada ponto e as condigbes iniciais sdo dadas proximas do estado de equilibrio
homogéneo. As funcgoes f e g representam, respectivamente, a taxa de variacdo de
U, resultante da sua interaccao com V , e taxa de variagao de V resultante da
sua interaccao com U. O sistema designa-se por auténomo se as fungoes f e g nao
dependem do tempo.

Para resolvermos o sistema, falta somente definir as fungoes f e g que, como
veremos na secgao 2.3.3, tém de ser nao lineares para que se possa formar um
padrao. H& na literatura diversos modelos que poderemos considerar [2]. Em 1972,
Gierer e Meinhardt sugeriram varios modelos do tipo ativador-inibidor, como por
exemplo,

k3u2 2
f(uav):kl_kQU"i'Ta g(u,v):kz4u — ksv.

Neste modelo U é o ativador, ji que contribui para o aumento da taxa de producgao
de V, enquanto que V é o inibidor, por inibir a produgao de U.
No modelo de Thomas,

ksuv
ke + kru + kgu?’

ksuv

f(u,v) 1 2 ke + kru + kgu?’

g(u,v) = kg — kqv —

proposto em 1975, v atua como inibidor, enquanto que u atua como ativador quando
a sua concentracao é baixa, caso a sua concentragao seja alta passa a inibir a re-
ducao de v. Este modelo nao é portanto é do tipo ativador-inibidor e foi obtido
experimentalmente por Thomas a partir de uma reacgao entre o oxigénio e o acido
arico.

Uma terceira forma de deduzir um modelo para a reagdo é através da Lei de
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2

Acdo das Massas®. Um dos exemplos mais utilizados é o modelo de Schnakenberg

proposto em 1979 e baseado no seguinte conjunto de reagdes quimicas
U=kl A, B-="V, 204V =530,

em que as concentracoes das substancias A e B sdo mantidas constantes. Denotando
as concentracgoes de A, B, U e V por a, b, u e v respetivamente e fazendo K; = kq,
Kob = ko, K3 =ks e Kqa = kg, em que K;, i = 1,...,4 representam velocidades de

reacao, obtemos pela Lei de Ag¢ao das Massas
flu,v) = kg — kyu + ksu?v, g(u,v) = kg — ksu’v.

Neste trabalho sera usado essencialmente o modelo de Schnakenberg, uma vez
que é um dos mais simples e ilustra a formacao de diferentes tipos de padrao.

Com o objetivo de diminuir o nimero de constantes e tornar, assim, o problema
da procura de padroes em funcao dos pardmetros menos complexo, procedemos a

uma adimensionalizagao através das seguintes mudancas de varidveis

w=u @ v v =0 @ v t**@ x*B d*@
o k1 ’ o k1 o2t _du’

a_@ ks 1/2 b_@ ks 1/2 Ik
T \k) T T m\&/) T 4

onde 1/L denota a escala espacial tipica do sistema em anélise.

Retirando os asteriscos, obtemos o sistema auténomo adimensionalizado
Ou = Au+y(a —u+ u?v) = Au+ v f(u,v)
O =dAu+y0b—u?v)=dAu+yg(u,v)
Mediante mudancas de variadveis apropriadas é possivel escrever na forma anterior
os sistema de reacao-difusao correspondentes as reacoes de Gierer e Meinhardt e de
Thomas apresentadas anteriormente.

A formacao de padroes espaciais depende agora de f, g, v e d.

2.2. A formacao de padroes

Na secgao anterior, estabelecemos um sistema de equagoes de reagao-difusao adimen-
sionalizado do tipo
= Du+f (u,v)
Ov=dALv+vg(u,v)

t>0,2€Q) (2.5)

2A Lei de Acdo das Massas estabelece que a taxa de reacéo é diretamente proporcional ao produto

dos reagentes.
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Figura 2.1: Representacao grafica de uma possivel solu¢do up, com Q = (0,30) x

(0, 30).

Opu=0,v=0, t>0,z€ 9N
u(z,0) = up(x),v(z,0) = vo(z),z € Q

em que as solugdes u e v representam as concentragoes dos morfogenos em cada
posicao espacial e temporal, 02 a fronteira de {2 e n a normal unitéiria exterior a 02
em cada ponto. Consideremos € C R? limitado e aberto.

Estamos interessados em concluir se realmente existe algum padrao, isto é, al-
guma solucdo estacionaria e espacialmente heterogénea (up,vp) do sistema ( 2.5)
(ver Figura 2.1).

Como devemos proceder? Turing, além de ter criado ferramentas de grande im-
porténcia para a biologia tedrica, mostrou também uma nova perspectiva da difusao
no ambito da matemaética: o seu efeito destabilizador. E este conceito que iremos
abordar e que explicaremos no que se segue. Comecemos por notar que a difusao é
normalmente um processo homogenizador, como esta ilustrado na figura 2.2.

No entanto, Turing observou que nem sempre isso acontece. Ele mostrou que
a solugao de um sistema pode tender para um estado espacialmente homogéneo
quando t — oo na auséncia de difusao e nao tender para um estado homogéneo na
sua presenca, mas sim para uma solucdo heterogénea caracterizada por um padrao
de "riscas", "bolas"ou outro. Este facto motiva as denominacdes solucdo de equi-

librio homogénea (constante) e solugdo de equilibrio heterogénea (depende apenas

7
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Figura 2.2: Ilustracao do efeito estabilizador do processo de difusao.

do espago). Antes de explorarmos esta ideia, introduzimos as defini¢oes de solugao

estavel, assintoticamente estavel e instavel.
Definigao 1 A solugao de equilibrio (u*,v*) do sistema de reagao-difusao ( 2.5) é
e estdvel se

Ve > 036 > 0:
[u(0) — ™[] <4, [[v(0) —v*|| <& = [lu(t) —u’|| <o) =0 <e,

V(u,v) solugao de ( 2.5),

e asintoticamente estdvel se € estdvel e se
limi—ool|(u(t), v(t))[l = [|(u*, v™) |,
e instdvel se nao € estdavel.

Segue-se a definigdo do conceito de instabilidade causada pela difusao, também

denominada instabilidade de Turing.

Definigao 2 Diz-se que o modelo de reagao-difusiao apresenta instabilidade causada
pela difusao® em (u*,v*), se (u*,v*) for uma solucio de equilibrio homogénea assin-

toticamente estdvel na auséncia de difusdo e instdvel na sua presenga.

Este fend6meno implica, de facto, sob certas condigoes, a existéncia de uma solugao
de equilibrio, espacialmente heterogénea e assintoticamente estavel, que designaremos
por padrao. Com efeito, na auséncia de perturbagoes espaciais, se (u*, v*) é estéavel, as
solucbes que se iniciem suficientemente proximas deste ponto estarao confinadas a um
conjunto limitado. E expectavel que, se incluirmos o espaco, as solucdes continuem

a ser limitadas para todo o t. Prova-se [8] que isso é na verdade o que acontece. Se

3Em lingua inglesa "diffusion-driven instability."
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além disso, (u*,v*) for instavel na presenca de difusdo, entao restam duas hipoteses:
as solugoes do sistema terao de tender para uma solugao heterogénea de equilibrio
ou para uma solugao peridédica no tempo. Como veremos mais & frente na secgao
2.3.3, o segundo caso nunca acontece.

Outro aspeto relevante, de um ponto de vista biolégico, é a nao-negatividade das
solugoes cujas condigOes iniciais sejam igualmente nao-negativas. Este resultado é

verdadeiro e a sua demonstracao rigorosa pode também ser encontrada em [8].

2.3. Analise linear

Estando garantidas a existéncia e a nao-negatividade das solugdes, interessa-nos
agora perceber, de um ponto de vista matemaético, que valores dos parametros levam
a formacgao de um padrao e que aspeto terd esse padrao. Note-se que o facto das
reagoes serem nao lineares, impossibilita a resolugao analitica do sistema. Esta con-
statacao leva-nos a ter de recorrer a uma aproximacao linear do problema para iden-
tificar um conjunto de parametros adequado que permita obter uma aproximacao
numérica da solucao para um dado conjunto de pardmetros. Para isso, precisamos

do seguinte teorema.

Teorema 1 * Se (u*,v*) é uma solugio constante assintoticamente estdvel (instdvel)
do sistema linearizado, entdo € uma solugdo assintoticamente estdvel (instdvel) do

sistema( 2.5).

O teorema anterior permite-nos trabalhar com o sistema linearizado, deduzindo
condigOes nos pardmetros que garantam a instabilidade causada pela difusdo em
(u*,v*). Apresentamos, de seguida, uma anélise detalhada do procedimento, seguindo

em linhas gerais a analise feita em [2].

2.3.1. Estabilidade na auséncia de difusao

Consideremos o sistema ( 2.5) sem difusao,

atu = ’Yf(u7 U)
o =vg(u,v)

,t> 0,2 €

*A desmonstracio deste teorema pode ser encontrada em [9] e [10].
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Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrées de Turing

Procedendo & linearizagao de f e g através da formula de Taylor de primeira ordem

em torno da soluc¢do constante (u*,v*), obtemos

f f u—u*
~ +vIf gl :
g (%) v —v*

g

(u,0)

para u e v suficientemente proximos de u* e v*. Substituindo no sistema ( 2.5) esta

*
uU—1u
aproximagao linear e fazendo w = obtemos o sistema linearizado
v—v*
fu fo
ow =~vAw, A= ,
Ju v

em que A representa a matriz jacobiana de (f,g) calculada no ponto (u*,v*).
O estado de equilibrio homogéneo (0, 0) ¢ linearmente estével, se e s6 se os valores

proprios da matriz A forem negativos, isto é,
trA <0, detA >0

e portanto,

Jut g0 <0
fugv = fogu > 0.
2.3.2. O efeito destabilizador da difusao
Consideremos agora o sistema linearizado completo,

0
0 d

Ow = vyAw + DAw, D =

Queremos encontrar condigoes para que (0,0) seja linearmente instavel, o que pelo
teorema 1 implicard que seja instavel no sistema original.

Comecamos por considerar solugoes da forma,
(z)
w(z,t) = , r€Qt>0 (2.6)

onde W = (X1, X3) é a solugao do problema espacial de valor proprio k

AW +12W =0, 2 €9
OnX;, =0, 2€00,i=1,2

(2.7)

e n é a normal unitaria exterior & fronteira do dominio §2 em cada ponto.
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2.3 Analise linear

Como  C R? ¢ limitado, ha um conjunto discreto de possiveis valores proprios,

por exemplo, se 2 = (0,p) x (0,q) entdo k?nn = 72 (%22 + 2—22) e as correspondentes
5 ~

fungbes proprias ° sao

nmy
q

e )eos(

);

m
Winn = Cmncos(

onde m,n € Z e Cp,n = (€1,¢2)m,n 580 os coeficientes calculados em funcao da
expansao em série de Fourier das condic¢oes iniciais.

Substituindo ( 2.6) no sistema linearizado obtemos
T=\" < T(t)=eM,

em que A é o valor proprio que determina o crescimento temporal. Como o problema
é linear, a solucgao seré da forma
t) = Crpne ™™ W,
w(z,t) = mn€ mn(2)-
m,nel
Substituimos, agora, esta expressao no sistema linearizado e pela independéncia

Am,nt

linear das fungoes e obtemos para cada moédulo a seguinte relagao

(MW () = yAMW () + DeM AW (z). (2.8)
Por ( 2.7) e fazendo w = eMW () obtemos o sistema linear de primeira ordem
ow = (yA — k*D)w.

O nosso objetivo é impor condigbes que tornem a solugao (0,0) instavel. Queremos
portanto que pelo menos um valor préoprio de B = yA — k?D seja positivo, para

k> 0. Isto é, trB > 0 ou detB < 0 para algum k > 0. Escrevendo a matriz

v fu — K? Y fo

YGu gy — dk?

B =

observamos que, pelas condigoes impostas para garantir a estabilidade na auséncia
de difusao, o trago é sempre negativo. Resta-nos, por isso, garantir que exista pelo

menos um k > 0 que satisfaga
detB = v%det(A) — k*y(df, + g,) + k*d < 0, (2.9)

onde f, e g, sdo as derivadas parciais de f e g calculadas no ponto (u*,v*). Ora, o

grafico de detB := h(k?) em funcio de k? é uma parabola com a concavidade voltada

5 ~ 2 . - . . . .
°Para obter as fungbes proprias e os correspondentes valores proprios foi seguido um procedi-

mento idéntico ao descrito no anexo A.
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Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrées de Turing

h(k?) _
d = d, ReA Wavenumbers

d < d, of unstable modes

|4] /

N CERNY D 3 PN
d>d;
(a) (b) hdes af g

Figura 2.3: a) Representacio da funcio h de k? para diferentes valores do parametro
d. b) Representacao da fungio \ de k2 para os mesmos valores de d. Observe-se que
os valores de k? tais que h(k?) < 0 verificam Re(A(k?)) > 0 e vice-versa, como seria
de esperar. Esta relagao sera explorada na seccao 2.3.3. Esta imagem foi retirada

de [2] p. 86.

para cima (ver fig. 2.3). Para que a condigao anterior seja satisfeita, df, + g, tem

de ser positivo e as duas raizes

K = Y(dfu + go) £ /Y2 (dfu + gu)? — ddy2det(A)
2d

tém de ser reais, isto é,

(dfy + g5)* > 4d det(A).

Portanto,

dfu + g > 21/d det(A). (2.10)
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2.3 Analise linear

Mas k? apenas toma valores discretos, temos por isso de acrescentar uma tltima

condi¢ao, nomeadamente,
n?  m?
S:{k2=7r2 <2+2> |n,mezek%<kz2<k§}7ﬁ®,
p q
sendo k7 e k3 os zeros da fungdo h. Esta tltima condigio é satisfeita se ( 2.10) se

verificar e se, para algum k2,

—y2detA + k*vg,

d> d.(k?) :=
> de(F) K= k2],

(2.11)

Esta expressao foi obtida a partir da desigualdade ( 2.9) e usando as relagoes f,, > 0,
g < 0,trA <0ed>1, que sao facilmente deduzidas de df, + g, > 0e trA <0; d
é, portanto, um parametro de bifurcacao, como se ilustra na figura 2.3.

Esté assim provado o seguinte teorema.

Teorema 2 Sejam (u*,v*) uma solugao de equilibrio homogénea do sistema de reagao-

difusao ( 2.5) com condigoes de fronteira Neumann homogéneas e

fu Jo
Gu Yo

A=

a matriz Jacobiana de (f,g) calculada no ponto (u*,v*). Se os pardmetros pertencem

ao espaco de Turing, isto €, se
e irA <O,
e detA > 0,

o df, + gy > 2Vd detA

e se, para algum k da forma k* = 72 (%22 + %;) ,m,n € Z, d > d.(k?), definido

em ( 2.11), entao o sistema ( 2.5) apresenta instabilidade causada pela difusao em

(u*,v*).
2.3.3. Aproximagao linear da solugao

Na secgao anterior deduzimos condigoes que garantem a existéncia de um padrao
(up,vp). Mas como encontra-lo? Com as ferramentas matemaéticas que temos at-
ualmente nao é possivel resolver o sistema ( 2.5) e chegar a uma forma analitica para
a solugao (up,vp). Teremos, por isso, de o resolver numericamente (seccao 2.4).

Mas antes de o fazermos, indagamos se a abordagem linear nos podera dar alguma

13



Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrées de Turing

informagao sobre o aspeto dessa ou dessas solugdes. Observe-se que se simplificarmos

os fatores eM em ( 2.8) e passarmos todos os termos para o mesmo membro vem
(M —~A+ K2 D)W () =0
e para que exista uma solugao nao trivial, entao
det(\I —yA+ kD) =0 <= N + AE*(1 +d) — Y(fu + gv)] + detB = 0.
Sendo A; e A2 as solugdes da equacao anterior com (A1) < R(A2) verifica-se que

§R()\1) <0

keSS < detB<0 < R(\(k)) >0, (2.12)

isto é, as condi¢oes de instabilidade deduzidas anteriormente implicam que algum A
seja positivo. Mais ainda, esse A é sempre real, ji que a condicao detB < 0 implica
que o binémio discriminante da equagao ( 2.12) seja sempre positivo. A existéncia
de instabilidade de Turing implica portanto a nao existéncia de solu¢oes periddicas
no tempo linearmente estaveis.

Ora, a solugdo do sistema linearizado completo é uma aproximagao da solugao

do sistema original ( 2.5)

*

u
~ + Z Cm,ne)\m’"twm,n(x)a

*
v % m,neL

u

e a solucao estacionaria que procuramos é assintoticamente estavel. Sera portanto
o limite quando ¢ tende para infinito da expressao anterior, mas como algum A, ,,
é positivo, a expressdo diverge e nao existe padrdao! Recordemos que a aproximagao
linear foi feita usando a expansao em série de Taylor das reagoes f e g em torno
de (u*,v*), sendo por isso valida apenas quando u e v estao proximos de u* e v*,
respetivamente, isto é, quando t < T', para algum valor T positivo. Este raciocinio
nao nos permite chegar a uma aproximagao da solugdo (up,vp), mas leva-nos a
seguinte constatacao: as reacgoes f e g tém de ser nao lineares, caso contrario nao
existird nenhuma solugao heterogénea de equilibrio.

Tentemos uma outra abordagem. Sendo (up,vp) solucao estacionéria do sistema

( 2.5) nao linear, entao satisfaz

0= Aup+~vyf(up,vp)
0= dAwvp+~vg(up,vp)

14



2.3 Analise linear

Figura 2.4: Parap =1, ¢ = 7/2 e ¢1mn = 1 temos da esquerda para a direita e de
cima para baixo: Upg = 1, U1 = cos(mx), Up1 = cos(2y), Ui = cos(mx)cos(2y),

Usj = cos(2mx)cos(2y), U + Up1 = cos(mz) + cos(2y).

lim (u,v)(z,t) = (up,vp)(x),z € O

t—o0
onde (u,v) é a solugao do sistema ( 2.5) correspondente as condigoes iniciais dadas,
proximas de (u*,v*). Ora, se (up,vp) estiver suficientemente proxima de (u*,v*),
entao podemos aproximar linearmente f e g usando a expansao em série de Taylor
em torno de (u*,v*) e, usando o raciocinio da secgao 1.2.2, obtemos
* *
(Up, UP) = (u , U ) + § Cm,nWm,n
Em,n€S
onde Cy,p, = (c1,€2)mn s@o calculados em fungdo dos coeficientes de Fourier das
condigoes iniciais e S' é o conjunto dos k correspondentes a modulos instaveis. Pode-

mos observar que no caso concreto de = (0,p) x (0,¢q), temos Wy, n(x,y) =

ML) cos(P24), (z,y) € © e uma aproximagao linear de up — u* resultara da

q

cos(

sobreposi¢ao de varios modulos instaveis Uy, , = Cl,m,nCOS(mm)cos("Zy).

i Alguns

estao representados na figura 2.4. Esta conclusao da-nos uma ideia dos verdadeiros
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Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrées de Turing

padroes que se poderao obter. No entanto, observe-se que esta aproximagcao s6 é

valida se (up,vp) estiver suficientemente proxima de (u*,v*).

2.4. Uma abordagem numérica

Nao sendo possivel resolver o sistema de reacao-difusao nao linear analiticamente,
recorremos a sua resolugdo numérica para determinados conjuntos de paradmetros.

As simulagbes numéricas que veremos de seguida foram obtidas com o software
Matlab, encontrando-se os programas no apéndice ( B). Utilizdmos o método das
diferencas finitas, tendo sido usado um esquema explicito para o termo reativo e um
esquema implicito (diferencas centradas implicitas) para o termo difusivo (esquema
IMEX). Este método traz mais estabilidade e permite trabalhar com um intervalo
temporal maior do que o método explicito. Para além deste aspeto, observamos que
o método explicito pode por vezes levar a solugdes nao corretas, devido a efeitos
da malha. De facto, considere-se condigOes iniciais dependentes apenas de x. Na
figura 2.5 podemos observar um exemplo em que a solugao obtida numericamente
pelo método IMEX varia com y. Enquanto que se usarmos o método explicito, a
solucao final dependera sempre apenas de x, como podemos constatar procedendo
ao seguinte raciocinio.

Consideremos condicoes iniciais independentes de y e particoes do dominio espa-

cial Q = (0,p) x (0, q):
O=20<...<2; < ... < Zpg1 =P,

0=y <..<y;j < .. <Yny1 =4,

e do dominio temporal:

0=1tp < ... <tg < ...

em que os passos temporal e espacial se representam respetivamente por At e Azx.
O laplaciano num ponto interior de ) e num instante ¢, em que u seja independente

de y, é aproximado explicitamente por

k k k k k
—Aug i tui g g U g

(Q)? 2.13
—2ufAul e (2.13)
(Az)? :

A'U,(.TZ, yja tk:)

Q
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2.4 Uma abordagem numeérica

05
07
06
05
0.4
e
02
0.1

t=0

1.7596
5205
B81.794
i 1.793
792
1.7591

159

| (AR

g

Figura 2.5: Representacao de uma solugao de ( 2.15), calculada em varios instantes,
usando o método das diferencas finitas IMEX com condigbes iniciais dadas aleatoria-
mente em fungao de . O conjunto de parametros usado é d = 10, v = 120, a = 0.05,
b = 1. Foi utilizada uma malha de 10 x 12 pontos, sendo o passo espacial 0.04, o

passo temporal 1074 e a tolerancia do critério de paragem e = 10712,
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Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrées de Turing

Suponhamos agora que a aproximagao da solugao uf;l calculada na iteracao k—1

é independente de y, entao para qualquer s inteiro tal que 0 < s+ j < m + 1 vem,

k— k— k— k
uf . =l 1—1—(5)2( 2u; 1—|—uZ lj—l—uzﬂj)—i—Atf( ! b

ij ij i 0 Vi
k-1 k—1 k-1 k-1 k-1
= Ujjys T (Am) ( 2U5 s T U g +uf] g+s) +ALf (U s Vi)
_ .k
= U jys
(2.14)

isto é, u . & também independente de y. Finalmente, por indugao, a solugao final
serd sempre independente de y. Usando o método das diferencas finitas estarfamos
portanto, inequivocamente, a considerar o problema numa dimensao espacial em vez
de duas.

Consideremos agora a reacao de Schnakenberg

Ou = Au+ y(a — u + u?v)
o =dAv+y(b—uv)

(2.15)

em que todos os pardmetros sao positivos. Pretendemos deduzir o espago de Turing
descrito no Teorema 2. Comegamos entao por determinar a solu¢ao homogénea de

equilibrio do sistema, que corresponde & solugao de

0= f(u,v)
0= g(u, U)
e que é dada por (u*,v*) = (a + b, atb)? +b) 5). Note-se que para que estes valores

representem concentragoes, tém de ser positivos, o que se verifica, poisa > 0e b > 0.

Calculamos a matriz jacobiana de (f,g) em (u*,v*)

- Z;_ﬁj (a+0b)?
az—f_’b —(a+1b)?

e escrevemos as condigoes que definem o espago de Turing dos pardmetros a, b e d,

nomeadamente,
o trA<0= Z;_ﬁ) < (a+b)?
e detA>0= (a+b)?
o dfu+go>2Vd detA = d=% — (a+b)? > 2Vd(a +b).

Como f, tem de ser positivo, b tem de ser maior do que a.
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2.4 Uma abordagem numeérica

Em sistemas biologicos a robustez face a pequenas perturbacoes nos pardmetros
é um aspeto importante, dai a necessidade de se estudar a forma e o tamanho do
espago de Turing. Murray apresentou esse estudo em [11]|, para varios modelos
e concluiu que para o modelo Schnakenberg o espago de Turing é relativamente
grande, logo o comportamento do modelo nao serd muito sensivel a ruido nos valores

dos parametros.

Consideramos 2 = (0,1) x (0,II/2) e escolhemos o conjunto de pardmetros
a = 0.05, b = 1, d = 10 que pertence ao espago de Turing e v = 120. Como se
pode observar na figura 2.6 foi de facto possivel obter uma solugdo estacionéaria
heterogénea. Se corrermos outra vez o programa, com outras condi¢oes iniciais,
poderemos obter uma solucgao diferente, ja que, como se pode confirmar na figura 2.6
existem neste sistema e para este conjunto de pardmetros multiplos estados de equi-

librio heterogéneos.

As condigoes iniciais foram escolhidas suficientemente préximas do estado de equi-
librio homogéneo, de modo a garantir a convergéncia para uma solucao heterogénea
proxima de (u*,v*). A condic@o de paragem é dada por ||[up+1 — Unlleo < €, sendo
que a tolerancia, €, usada nem sempre foi a mesma, devido a diferenga na rapidez de
convergéncia dos diferentes sistemas, observada numericamente. Na verdade, é ainda
um problema em aberto, saber quao pequeno € deve ser de modo a garantir que a

solucao obtida é, de facto, uma boa aproximacao da solucao do sistema continuo.

Fazendo variar os parametros dentro do espaco de Turing, também se podem
induzir variacoes no padrao obtido. Analisaremos de seguida varios padroes corre-
spondentes apenas a varidvel u, ja que para a variavel v as conclusoes sao idénticas.
Na figura 2.7 observamos varios padrdes obtidos para diferentes valores de d. E
facil de verificar que o conjunto de parametros usado no primeiro exemplo nao sat-
isfaz as condigoes que garantem a instabilidade de Turing: a solucao de equilibrio
homogénea é estavel na presenca de difusdo, logo ndao ha padrdo. A medida que d
aumenta, observamos que o morfogeno U se vai concentrando cada vez mais nalgum
ponto do dominio: ocorrem picos cada vez mais acentuados e mais escassos. Este

fenémeno demonstra uma maior agregacao espacial.

Por outro lado, ao aumentarmos o pardmetro 7 parece observar-se um feno-
meno inverso (ver figura 2.8): aparentemente hé cada vez mais picos. No entanto,
observe-se que a amplitude desses picos nao varia muito de grafico para grafico. Este

fenémeno nao traduz portanto uma desagregacgao espacial, mas sim um aumento de
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Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrdes de Turing

i

Figura 2.6: Representagao numérica ,usando o método das diferengas finitas IMEX
de varias solugoes estacionarias de ( 2.15) correspondentes a diferentes condigoes
iniciais dadas préximas do estado de equilibrio homogéneo para d = 10, v = 120,
a = 0.05, b = 1. Foi utilizada uma malha de 25 x 39 pontos, sendo o passo espacial

0.04, o passo temporal 1073 e a tolerancia e = 10712,
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=1 d=10
- !
- -1.05
1.4 a5
- -1.05
1.2 2
-1.08 1 15
0.3 1
: -1.05
105}
27 e 0.6 0.5
i el

= M W = MM 0~ 00 W

Figura 2.7: Representacao de varias solugoes estacionarias u correspondentes a d =
1, d = 10, d = 20, d = 80 (da esquerda para a direita e de cima para baixo).
As condicoes iniciais sdo dadas por ug(z,y) = a + b+ 1072e Zsin(y), vo(z,y) =
b/(a+b)?+1072e %cos(y), (x,y) € Q. O conjunto de parametros usado é v = 120,
a = 0.05, b = 1. Foi usado o método das diferencas finitas IMEX com uma malha
de 25 x 39 pontos, sendo o passo espacial 0.04, o passo temporal 1073 e a tolerancia

e=10"12,
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heterogeneidade. Recordemos que v = %51 é diretamente proporcional ao quadrado
do inverso da escala espacial (escala: 1/L), isto significa que ao aumentarmos =y
estaremos eventualmente a diminuir a escala e, portanto, a aumentar o tamanho ou
a visualizar uma area maior, dai vermos mais bolas. Se pensarmos num embriao a
desenvolver-se, por exemplo, & medida que cresce, é espectavel que haja cada vez
mais complexidade.

Para quantificar o grau de heterogeneidade de um sistema utiliza-se a funcao de

heterogeneidade nao negativa, que é definida por
P q
B = [ [190P +] 7 Py,
00

em que |.| ¢ a norma euclidiana. Admitindo que u e v s@o fung¢des com derivada
até a segunda ordem continua, entdo H ¢é uma funcional de energia definida em
C%(Q) x C*(Q). Se (u,v) for homogénea, entdo yu = yv = 0 e, por isso, H = 0.
Por outro lado, se (u,v) for muito heterogénea, isso significa que varia muito com o
espaco, logo o valor do integral do seu gradiente em 2 é elevado e, consequentemente,
o valor de H sera também elevado. Sendo (u,v) uma solucao de equilibrio do sistema

( 2.15), satisfaz

0 =Au+~vf(u,v)
0 =dAv+~vg(u,v)

(2.16)

Opu = 0Opv =0, t>0,z€ 09,

em que n é a normal unitaria exterior a 9€2. Usando este facto e fazendo a integragao

por partes em H obtemos,

H(u,v) =

U=

P q
//duf(u, v) + vg(u, v)dydz.
0 0

Vemos que H aumenta com 7 e que poderd diminuir ligeiramente com d, o que
justifica as observagoes feitas a partir da anélise das simulagoes.

Outros padrdes mais complexos podem ser obtidos usando outras reagoes. De
facto, o modelo de Turing tem revelado ser capaz de produzir praticamete todos
os padroes observados na Natureza. A titulo de exemplo, observe-se os padroes da

figura 2.9 que foram obtidos usando a cinética retirada de [12]

fu,v) = au(l — riv?) + vl — rou)
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2.4 Uma abordagem numeérica

Figura 2.8: Representagao de varias solugoes estacionarias u correspondentes a v =
120, v = 200, v = 400, v = 2000 (da esquerda para a direita e de cima para baixo).
As condicoes iniciais sdo dadas por ug(z,y) = a + b+ 1072 Zsin(y), vo(z,y) =
b/(a+b)% + 1072 cos(y), (x,y) € Q. O conjunto de parametros usado é d = 20,
a = 0.05, b = 1. Foi usado o método das diferencas finitas IMEX com uma malha
de 25 x 39 pontos, sendo o passo espacial 0.04, o passo temporal 1073 e a tolerancia

e=10"12,
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0 20 40 B0 0 10 20 30 40 50 g0

Figura 2.9: Representacao de vérias solugoes estacionarias w correspondentes a
cinética retirada de [12], usando o método das diferencas finitas explicito. As
condicoes iniciais sao pequenas perturbagoes aleatorias do equilibrio. Os parametros
usados sao a = 0.398, § = —0.4, v = —0.398, d,, = 2, d, = 0.122 e, ainda, em a)
r1 = 0.02, 7 = 0.2, em b) 71 = 3.5, r2 = 0.2 eem c) e d) r; = 3.5, 7o = 0. Foi
utilizada uma malha de 30 x 30 pontos, sendo o passo espacial 2, o passo temporal

0.05 e a tolerancia e = 10712
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2.5 Consideracgdes finais

g(u,v) = Po(1+ %uv) + u(y + rov),

em que r1, o, «, [Bey sdo pardmetros reais. Neste artigo foi feito um estudo que

relaciona as nao-linearidades de f e g com a ocorréncia de "bolas"ou "riscas".

2.5. Consideracoes finais

Neste capitulo foi deduzido um sistema de equagdes de reagao-difusao nao linear com
condicgoes de fronteira Neumann homogéneas. Apesar de nao ser possivel resolvé-lo
analiticamente, este sistema é autéonomo (i.e. as fung¢oes f e g nado dependem do
tempo) e as nao linearidades apresentam-se nas variaveis dependentes e ndo nas suas
derivadas parciais, o que facilita a sua analise. Mais especificamente, as equagoes
dizem-se semilineares, j4 que sao lineares no termo que contém as derivadas parciais
de maior ordem.

Devido & impossibilidade de resolver o sistema analiticamente, procedeu-se & sua
linearizagdo. Deste modo, foi possivel obter condi¢bes nos pardmetros que garan-
tem a existéncia de instabilidade de Turing numa solugao de equilibrio homogénea
(u*,v*), o que, por sua vez garante a existéncia de uma solugao heterogénea de equi-
librio nao negativa no sistema original, desde que as condigOes iniciais sejam tam-
bém nao negativas e suficientemente proximas de (u*,v*). Mais ainda, foi possivel
obter uma aproximagao linear da solugao. Outras aproximagoes podem ser obti-
das numericamente ou usando uma analise linear fraca, nomeadamente, a teoria das
perturbagoes [13] [14]. Concretamente, nesta ultima referéncia, foi feito um estudo
tedrico que relaciona as nao-linearidades com a ocorréncia de "bolas"ou "riscas".

Foram, por fim, apresentadas algumas simulagbes numéricas da solugao do sis-
tema nao linear, usando pardmetros escolhidos do espago de Turing. Vimos que
as solugoes obtidas podem nem sempre estar corretas, devido a efeitos da malha.
Existe ainda a dificuldade em saber se a solugdo obtida numericamente com uma
tolerdncia €, ji é uma boa aproximacao da solugao real; e ainda, que diferengas exis-
tem entre o modelo discreto no espago (usado nas simulagoes numéricas) e o modelo
continuo que deduzimos no inicio do capitulo. Estas sao questoes em aberto, pode-
mos, no entanto, tentar justificar os resultados numéricos usando técnicas analiticas,
nomeadamente, a funcao de heterogeneidade ou a aproximagao linear da solucao
descrita na seccao 2.3.3.

As simulagbes numéricas permitiram-nos desenvolver alguma sensibilidade rela-

tivamente & influéncia dos pardmetros no tipo de padrao obtido. Constatamos que
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Capitulo 2 Um modelo de reacdo-difusdo: padrées de Turing

no caso de haver multiplas solu¢oes de equilibrio homogéneas, as condic¢bes iniciais
determinam o padrao final. Esta an&lise motiva varias questdes que nao serao ex-
ploradas neste trabalho e para as quais ainda nao existe resposta; nomeadamente,
quantas solugoes heterogéneas de equilibrio o sistema possui e para umas dadas
condigdes iniciais, como prever que padrao iremos obter. Em [15] pode ser encon-
trado um exemplo em que, mediante uma escolha apropriada de condig¢oes iniciais,
foi possivel selecionar cada modulo instével individualmente. Seria de esperar que
cada modulo instavel correspondesse a um padrao diferente. No entanto, as sim-
ulagoes mostraram que o nimero de padroes diferentes encontrados é inferior ao
nimero de modulos instéveis, o que indica que a anélise linear nem sempre é uma
boa aproximacao: neste caso, poderé ser devido ao grande niimero de moédulos in-
staveis que indicam maior complexidade provocada pela nao linearidade e que nao
pode ser descrita linearmente.

Nos proximos capitulos serao analisados outros modelos, baseados no modelo de
Turing, e que pretendem descrever de forma mais realista algumas situac¢oes concretas

que ocorrem em sistemas biologicos.
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Capitulo 3

Difusao e afinidades quimicas

No capitulo anterior foi apresentado um dos modelos mais bem estudado da
formacgao de padroes que se baseia na interacao entre dois morfogenos, o ativador e
o inibidor, que em certas condigoes leva a formacao de pré-padroes espaciais. Em
alguns sistemas biolégicos foram ja propostos morfogenos concretos que de facto
seguem este modelo, como por exemplo, na formagao das penas das aves [16]: a
molécula FGF! corresponde ao ativador e a molécula BMP? ao inibidor. Acontece
que neste caso, como em outros citados na literatura, os coeficientes de difusao nao
satisfazem a relacao d,, < d, estabelecida no capitulo 2, sendo aproximadamente

iguais. Como explicar entao a formacao de pré-padroes neste ambito?

3.1. Descricao de uma experiéncia laboratorial

Consideremos duas matrizes de um polimero designado por matrigel que simula o
meio extracelular [16]. Em cada uma é introduzida uma matriz de gel de poliacril-
amida, designado de PAG, contendo a proteina fluorescente BMP4 numa e a proteina
fluorescente FGF10 na outra. Ao fim de 60 minutos de cultura obtiveram-se os resul-
tados experimentais apresentados na figura 3.1. Pode observar-se que aparentemente
as moléculas de BMP se difundem de modo Fickiano, enquanto que as moléculas de
FGF nao se movem da mesma maneira, apesar dos coeficientes de difusao serem
semelhantes. Ao contrario do esperado, observa-se uma alta concentracao na inter-
face entre o matrigel e o PAG. Isto leva a que o FGF se difunda mais lentamente do
que o BMP, que atua como inibidor. Como podemos explicar o comportamento da
molécula FGF? Sabe-se que esta molécula tem afinidade com um tipo de proteina da
matriz extracelular, o HSPG3, ligando-se a ela e ficando imobilizada. Este fenémeno

de afinidade quimica, designado em lingua inglesa por "binding", é o responséavel

'Fator de crescimento fibrobléastico
2Proteina morfogenética éssea
3Heparan sulfate proteoglycan.
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Figura 3.1: a) Representacao esquemética da experiéncia. b) Dispersao da molécula
BMP4 (representada por V) ao fim de 60 minutos de cultura. c¢) Distribuigao da
molécula FGF10 (representada por U) no matrigel apos 60 minutos de cultura. d)
Concentragao de FGF10 em cada posi¢ao da zona correspondente & barra preta da

primeira imagem. Esta figura foi amavelmente cedida de [16].
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3.2 Modelacdo do fenémeno de afinidade quimica

pelo "atraso"da molécula FGF no matrigel.

3.2. Modelacao do fenémeno de afinidade quimica

Como vimos, o morfogeno BMP difunde-se de modo Fickiano, ao passo que o mor-
fogeno FGF fica retido em proteinas com as quais tem afinidade, o que se pode
traduzir matematicamente através de um coeficiente de difusdo do FGF inferior no
matrigel.

Por outro lado, ao pensarmos na concentragao de FGF como a soma da concen-
tragao de FGF livre com a concentracao de FGF retido, obtemos um modelo diferente
e igualmente aceitavel, que compreende trés equagoes e trés fungoes incognitas: u
descreve a concentragao de FGF livre, w de FGF retido e v a concentracao de BMP.

Comecemos por explorar o segundo modelo, j& que tem em conta especificamente
o fenémeno de afinidade quimica e é, por isso, mais fiel & realidade.

Para modelar o comportamento do FGF, consideremos os seguintes fenémenos:
a difusao da parte livre e a passagem do estado livre ao estado retido e vice-versa.
Sendo k, > 0 e kg > 0 as taxas com que o FGF se associa e dissocia de uma proteina
e d,, o seu coeficiente de difusdo, a concentragdo de FGF em cada posi¢ao (x,y) do
seu dominio espacial Q2 = (0,L) x (0,L) e em cada instante ¢ > 0 & descrita por

(u+ w)(x,y,t), tal que (u,w) é solugdo do sistema

Oru = dy Nu+ kqw — kqeu
(3.1)
Orw = —kqw + kqeu,
em que e é uma funcao do espaco que toma o valor 0 em todo o dominio, exceto na
zona do matrigel, onde toma o valor 1. Considerando o sistema fechado, usaremos
as condicoes de fronteira Neumann homogéneas.

Na figura 3.2 esté representada uma simulagao numérica da fungao u+w calculada

em Varios instantes, com as condigoOes iniciais dadas por

0, na regiago do matrigel

UO(]?, y) =
(10.5 + 10~ *cos(mz/30)cos(my/30)), na regido do PAG

’w0:0.
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T=0 T=0.5

Figura 3.2: a) Representacao da fungao u+w em varios instantes, calculada numeri-
camente com o software Matlab, usando o método das diferengas finitas explicito.
Os parametros usados sao k, = 5, kg = 1, dy, = 10 e as condigOes iniciais, para
(z,y) € (0,30) x (0,30), ug(x,y) = (10.5 + 10~ *cos(rz/30)cos(my/30))e(x,y) e
wo = 0, com € = 1 no PAG e € = 0 no matrigel. O passo espacial é 1, o passo tempo-
ral & 0.01 e a tolerancia ¢ = 10719, b) Perfil correspondente a um corte transversal

do segundo grafico.
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3.3 Analise linear e resultados numéricos

Podemos observar que o FGF inicialmente existe apenas no PAG, que é represen-
tado por um quadrado no interior do dominio. Com o passar do tempo, tal como no
resultado experimental, o morfogeno vai saindo e ficando bastante concentrado na
interface, como se pode observar em 3.2 b). Por fim, é representada a solugao esta-
cionaria estavel homogénea, como seria de esperar, ji que a difusao é normalmente
um processo homogeneizador. Podemos concluir que este modelo descreve bem o
fenémeno da afinidade quimica observado experimentalmente, no entanto a davida
persiste: sendo os coeficientes de difusao iguais, podera este efeito originar padroes
espaciais?

Observe-se ainda que no estado de equilibrio homogéneo as fungoes ©* e w* nao

variam com o tempo nem com o espago, temos por isso dyw = 0 que é equivalente a

ko/kqu*, na regigo do matrigel
—kqw* + kpeu* =0 <— w' = ¢ ’
0, na regidgo do PAG.
Isto indica-nos que no matrigel a concentragao u* + w* serd maior, o que estd em

concordancia com o que se observa no tltimo grafico.

3.3. Analise linear e resultados numeéricos

Recordemos o nosso objetivo inicial: modelar a interagao das duas substancias num
meio extracelular tendo em conta a afinidade quimica do FGF e verificar se sera ou
nao possivel a formacdo de um pré-padrao. As substancias tém um coeficiente de
difusdo aproximadamente igual, vamos por isso assumir que du = dv := d. Acres-
centamos agora a interagao com o BMP ao modelo deduzido anteriormente, usando
para o efeito a reagao de Schnakneberg, que permitiu obter resultados numéricos
que ilustram bem a experiéncia apresentada. Procedendo a uma adimensionalizagao

apropriada obtemos o seguinte sistema

Ou= Au +vf(u,v)+ow— Pu

ov=Av +vyg(u,v) (3.2)
Oyw = —aw + Pu.
As constantes o e § deste sistema sao dadas por a := %f“ >0ef:= Ldi%; > 0;
1/L representa a escala tipica do dominio espacial e 7 é agora dado por «y := %}Cja,

em que k; advém da reagao de Schnakenberg (ver capitulo 2). As fungoes f e g

representam a reagao de Schnakenberg e sdo dadas por
f(u,v) = a—u+uv
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Figura 3.3: Representacgao das solugoes u + w e v do sistema ( 3.2) com a reagdo
de Schnakenberg, calculadas numericamente no Matlab usando o método das difer-
engas finitas IMEX. Os parametros usados sao f = 5, a = 1, a = 0.05, b =
1,7 = 0.1 e as condigbes iniciais, para (z,y) € (0,30) x (0,30), uo(z,y) = (a +
b) + 10 2cos(rx/30)cos(my/30), vo(x,y) = b/(a+b)? + 10~ 2cos(mx/30)cos(ry/30) e
wo = Bla+b)/a+10"2cos(mx/30)cos(my/30). O passo espacial é 1, o passo temporal

¢ 0.1 e a tolerancia e = 10710,

g(u,v) = b —u’v

Como dy =~ d, o fenémeno de afinidade quimica seré o responsével pelo "atraso"do
FGF, que levara eventualmente & formacao de um pré-padrao. Escolhendo um con-
junto de pardmetros que produz instabilidade de Turing no modelo original apresen-
tado no capitulo 2, observamos que surpreendentemente nunca se forma um padrao,
como se ilustra na figura 3.3. Nem mesmo quando se aumenta a taxa de associagao
do FGF, k,, que deveria acentuar a diferenca entre os dois coeficientes de difusao e
eventualmente conduzir & formacao de um padrao.

Procedamos entao a uma anélise linear deste problema, seguindo um raciocinio

idéntico ao do capitulo 2.
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3.3 Analise linear e resultados numéricos

3.3.1. Complexidade da analise do sistema de trés equacgoes

A abordagem apresentada nesta seccdo foi desenvolvida por noés, completando o
tratamento heuristico de [16].

A solugao de equilibrio homogénea de( 3.2)

b
* * * — b
(u,'[} 7w> (a’+ 7(a+b)27a

¢é obtida resolvendo o sistema

0=f= ~(a—u+u?v)+aw-—pPu
0=g=: ~(b—u’)
0=h=: —aw+ fu.

Para aproximar as reacoes linearmente, comegamos por estabelecer a matriz A das

derivadas parciais de f, g e h calculadas em (u*,v*,w*) que é dada por

Vhu—B vfo «
A= g, gy O ;
16} 0 —«

onde fy, fu, gu € gy representam as derivadas parciais de f e g calculadas no ponto
de equilibrio homogéneo (u*,v*).

Para deduzir as condigoes que levam a instabilidade de Turing seguimos um
raciocinio idéntico ao usado no capitulo 2. Comegamos por definir Z : [0, L] X

[0, L] x [0, 00[— R? como sendo uma pequena perturbacao de (u*,v*, w*), isto &,

Z:=u-—u",v—v,w—w")

e
1 00
D=1010
0 00

O problema linearizado e na forma matricial é entao
Zy=DNZ+ AZ.

A solugdo Z sera da forma Z(z,y,t) o< eM X (z,y) com AX = —k?X e k? = Z—Z(nQ +

m?), m,n € Z. Substituimos no problema anterior e obtemos o seguinte sistema

BZ =0,
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com B = M\ + k*D — A. Para que existam solucdes nao triviais, a matriz B tem de
ser nao singular, isto é,

detB = 0. (3.3)

A relagdo ( 3.3) permite-nos escrever A em funcdo de k?. Queremos impor que
(u*,v*,w*) seja estavel na auséncia de difusdo e instével na sua presenga, isto é,
RA0)) < 0 e R(A(Kk?)) > 0, para algum valor préprio k2 > 0. Contudo, a equagio
( 3.3) em ordem a A\ assume grande complexidade pelo facto de se tratar de uma
equagao de terceiro grau. Ao explicitar as suas solugdes, ndo é possivel prever que
parametros verificam as condi¢Oes anteriores. Depois de alguma manipulagao al-

gébrica foi possivel obter a seguinte expressao para a funcao h := det(B) de A,

h(k?) = X3 + AN2hy(k?) + Mhy(E?) + ho(k?)

com
ho(k?) = a(v?|A] — k*ytr(A) + k%)
hi(k?) = v2|Al = v(a + B)(cfu + g0) + K2 (—7tr(A) + 20+ B) + k*
ho(k?) = 2k? — ytr(A) + a + 3,
_ _a kg
onde ¢ i = Faikg ©
e
Gu Gu

¢ a matriz jacobiana de (f, g) calculada em (u*,v*). Daqui podemos concluir que se
tr(A) <0, |A| >0e (c¢fu+gv) <0 entao os h;, i =0,1,2 sao fungdes nao negativas
qualquer que seja o k?, o que implica que para o polinémio se anular o A tem de
ser negativo. Neste caso, nao existem, portanto, solugoes heterogéneas de equilibrio
estaveis. Compreendemos agora por que razao, nao encontramos pré-padrao no inicio
desta seccao (ver fig. 3.3): os parametros do espago de Turing satisfazem todas estas
trés condigoes.

Observe-se que para k2 = 0, se |A| > 0, cfy +go < 0 e ytr(A) —a — 3 < 0, entdo
as raizes de h s@o negativas, pelo mesmo argumento usado no paragrafo anterior.
Por outro lado, se hg < 0, para algum k? > 0, entdo uma das raizes sera de certeza
positiva. De facto, por contra-reciproco, considere-se sem perda de generalidade um

polinémio de terceiro grau na forma

(A = (a1 +i0))(A = (a2 = if)) (A — a3),
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Figura 3.4: Representacdo de hg e das raizes de h, \;,i = 1,2,3, em funcio de k2

para os parametros a = 0.01, b=0.05,y=1, =9, a=0.03.

em que oy, 0 € R, i =1,2,3,. Considere-se ainda que a parte real de todas as raizes
é negativa, isto é, aq, as, a3 < 0. Daqui segue que a parte real do termo independente
é positiva, nomeadamente,

—az(ajas + 4%) > 0.
Encontramos, assim, condigoes suficientes para a ocorréncia de instabilidade de
Turing,
e condicoes que garantem a estabilidade na auséncia de difusao:
|A[ >0,
cfu+gv <0,

vytr(A) — 8 —a <0,

e condigdo que garante a instabilidade na presenca de difuséo:

ho(k?) := v?|A| — k*~tr(A) + k* < 0, para algum valor proprio k? > 0.

Observe-se que a ultima condi¢ao implica que tr(A) > 2./|A| e, portanto, tr(A4) >
0. Mais, para a reagao de Schnakenberg verifica-se

_b—a

tr(4) a+b

—(a+b0)?*>0 <= b—a>(a+b)’=a+b< 1.

E, portanto, as constantes a e b terao de ser pequenas.
O conjunto de parametros a = 0.01, b = 0.05,v =1, =9, a = 0.03 pertence ao

dominio definido pelas condi¢bes anteriores. De facto, podemos confirmar na figura
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Figura 3.5: Representagao das solugbes u + w e v do sistema ( 3.2) com a
reagao de Schnakenberg, calculadas numericamente no Matlab usando o método
das diferencas finitas IMEX. Os parametros usados sao a = 0.03,8 = 9, a =
0.01, b = 0.05,7 = 1 e as condi¢oes iniciais, para (z,y) € (0,30) x (0,30), uy =
(a +b) + 10" 2cos(mz/30)cos(my/30), vo = b/(a + b)? + 10~ 2cos(7z/30)cos(mwy/30),
wo = Bla+b)/a+10"2cos(mx/30)cos(my/30). O passo espacial é 1, o passo temporal

¢ 0.01 e a tolerancia é de e = 10712,

3.4 que a fungao ho toma valores negativos para alguns k2 >0 e, consequentemente,
AK%) > 0.

Este conjunto de pardmetros permite, assim, obter a solugao estacionaria het-
erogénea que se pode observar na figura 3.5. Exploraremos, na préxima sec¢ao, uma

abordagem diferente do problema.
3.3.2. Uma abordagem alternativa

Comecemos por considerar novamente o sistema ( 3.2) dimensional,

ou= dAu +f(u,v)+ kqw — kqu
ov= dAv +g(u,v) (3.4)
ow = —kqw + kqu,
onde k, e kg sao as taxas de associacao de dissociacao, respetivamente, e d, = d,, := d
é o coeficiente de difusao das substancias.

Se as taxas de associagao e dissociagdo do FGF sdo muito maiores do que a
velocidade de reacao entre o FGF e o BMP, a tltima equagao deste sistema devera
chegar rapidamente ao equilibrio, o que é biologicamente plausivel [16]. Usaremos,
entdo, a teoria das perturbagoes para fazer uma aproximacao que permitird reduzir
este sistema a duas equagoes diferenciais. Concretamente, faremos uma analise multi-

escala, considerando duas escalas temporais diferentes: uma rapida e uma lenta.
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3.3 Analise linear e resultados numéricos

Seja € uma constante muito pequena, 0 < € < 1, tal que

1
ko=~ eky="_

€ €

sendo r := k,/kq uma contante positiva. Reescrevendo a ultima equagao de ( 3.4),

vem

edw = —w + ru. (3.5)

Note-se que, como € < 1, entdo a derivada de w em ordem a t é muito elevada
quando comparada com a de v, a ultima equagao do sistema( 3.4) chegara, portanto,
muito mais depressa ao equilibrio; w designa-se por variavel rapida, enquanto que
v e u + w sao designadas por variaveis lentas. Interessa-nos considerar o problema
na escala de tempo lenta. Para e suficientemente pequeno, podemos estabelecer a

4

aproximagao de estado quasi-estacionario *, nomeadamente,

edyw = 0. (3.6)

De ( 3.5) obtemos

—w4+ru=0 < w=ru < w:k—au.

d

Sendo ¢ := kq/(kq + kq) e G a concentracao total de FGF, temos que
N u
t=u+w=u+ru=—. (3.7)
c
O sistema ( 3.4) seré entao aproximado por

o= dA (ca)+ f(cu,v)
ov= dAv+g(ci,v)

(3.8)

com w = ru, em que a primeira equagao resulta da soma da primeira e da tltima
equagdes em ( 3.4). Diz-se que w é um estado quasi-estacionario.

Este sistema é mais simples do ponto de vista da analise linear e numérica e
descreve a concentragao total de cada morfogeno ao longo do tempo e em cada
posigao do espago. Note-se ainda que w evolui ao longo do tempo sempre em fungao
de u.

A partir deste modelo, podemos constatar que apenas a parte moével do FGF,
cuja concentracao é descrita por ct, se difunde e reage. O que indica, assim como ja

tinha sido observado experimentalmente (ver figura 3.1), que a difusao do FGF nao

4Em lingua inglesa "quasi-steady state assumption".
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segue a Lei de Fick. De um ponto de vista matemético, como ¢ < 1, os coeficientes
de difusao ja satisfazem a condigao requerida para a formacao de padrao: dec < d.
No entanto, observe-se que ha menos moléculas de FGF disponiveis na reacao, o que
poderé ser a causa da nao obten¢ao de padrao no caso da figura 3.3. Ao escrevermos

a matriz das derivadas parciais de f e g no estado de equilibrio homogéneo (4*,v*),

cfu fo
Cqu G (a* v*)

constatamos que, de facto, as derivadas parciais em ordem a u perdem relevancia, isto
é, no caso da reacao de Schnakenberg, o FGF nao estimula tanto a sua autocatalise,
nem a produg¢ao do morfogeno BMP, serd, por isso, eventualmente necesséario aumen-
tar f, relativamente ao caso do sistema sem afinidade quimica, tratado no capitulo
2.

Antes de fazermos uma analise linear para confirmarmos as ideias intuidas no
paragrafo anterior, procedemos a uma adimensionaliza¢ao do sistema ( 3.7). Con-

siderando as mesmas mudancas de variaveis usadas em ( 3.2), obtemos

i = A(cu) + v f(ct,v)
ov= Av+~g(ci,v).

(3.9)

No capitulo 2 foi ja feita a analise linear para um sistema desta forma. Estabelecendo

as condigoes de instabilidade de Turing, vem
e condigoes que garantem a estabilidade na auséncia de difusao:

cfu+ 9o <0,

|A] >0,

e condicao que garante a instabilidade na presenca de difusao:

ho(k?) := 72| A| — k2ytr(A) + k* < 0, para algum k% > 0,

sendo A a matriz jocobiana de (f,g) calculada no ponto de equilibrio homogéneo
(u*,v*) = (ct*,v*),

fu fo

Gu  Go

A=

Deduz-se facilmente da ultima condi¢do que o traco de A tem de ser positivo,
assim como no modelo de trés equagoes (ver secgao 3.3.1). Esta condigao, necessaria

a obtencao de padréo nos modelos com afinidade quimica, é incompativel com as
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Figura 3.6: Representagao das solugoes @ e v do sistema ( 3.8) calculadas numeri-
camente no Matlab usando o método das diferengas finitas IMEX. Sao usados os
mesmos pardmetros e condigoes iniciais do modelo com trés equacoes, nomeada-
mente, ¢ = a/(a+ () ~ 0.003, a = 0.01, b = 0.05,y = 1 e 49 = (a +b)/c+
2 x 10~ 2cos(mx/30)cos(my/30), vo = b/(a + b)? + 10~ 2cos(wx/30)cos(7y/30), para
(z,y) € (0,30) x (0,30). O passo espacial & 1, o passo temporal ¢ 1 e a tolerancia
e=10"11

condigoes deduzidas no capitulo 2 para o modelo sem afinidade quimica. Dito de
outro modo, se obtivermos um padrao nos modelos sem afinidade quimica, entdo nao
obteremos padrao no modelo com afinidade quimica e vice-versa. Adicionalmente,
esta condicao implica que f, tenha de ser maior relativamente ao caso sem afinidade

quimica, para a rea¢ao de Schnakenberg (recorde-se que f, > 0 e g, < 0).

Ao compararmos as condigoes obtidas pela analise linear nos dois modelos abor-
dados neste capitulo, podemos verificar que sao iguais, mas o modelo de trés equacoes
possui uma condigao adicional, ytr(A) — a — < 0. Observe-se ainda que para a
aproximagao ser valida, as taxas de associagao e dissociacao devem ser grandes e 7y
deve ser pequeno, pelo que a desigualdade adicional é facilmente verificada e os dois
conjuntos de pardmetros que levam a instabilidade de Turing deverao coincidir. De
facto, os pardmetros usados na abordagem da seccao 3.3.1 também satisfazem estas
condigoes. Usando-os neste modelo, obtemos a simulagao numérica apresentada na
figura 3.6. Finalmente, ao compararmos com os padroes da figura 3.5, obtidos pelo

modelo de trés equagoes, verificamos que sao idénticos, tal como seria de esperar.
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Capitulo 3 Difusdo e afinidades quimicas

3.4. Consideragoes finais

No modelo proposto por Turing, para que ocorra a formacao de um padrao, é
necessario que d, > d, como exposto no capitulo 2. Contudo, em sistemas bi-
ologicos, esta condicao normalmente nao se verifica, ji que os coeficientes de difusao
dos morfogenos sao analogos. Observa-se, no entanto, que as duas substancias nao
se dispersam da mesma maneira, o que leva a concluir que existem outros fenémenos
biologicos, para além da difusao, que influenciam a sua dispersdo; como a afinidade
quimica, que exploramos neste capitulo, ou a convecc¢ao, que abordaremos no prox-
imo.

Do ponto de vista matematico, foram analisados e comparados dois modelos
distintos da interagao do BMP e do FGF tendo em conta o efeito de afinidade quimica
do FGF. A aproximacao usada para deduzir o segundo modelo, nomeadamente,
a aproximagcao de estado quasi-estacionario (QSSA), foi inicialmente proposta por
Lengyel e Epstein em [17]| e posteriormente aplicada, por exemplo, por Miura [16].
Esta aproximacao conduziu a um sistema de duas equagoes em que os coeficientes de
difusdo ja satisfazem a condicao requerida para a formacao de padrao. Analisando
o sistema, observamos que o facto de haver menos moléculas disponiveis na reacao,
torna impossivel a formacao de padrao para paridmetros do espaco de Turing do
modelo sem afinidade quimica.

Ao compararmos os modelos de duas e trés equagoes, concluimos que os espacos
dos parametros que levam & formagcao de padrao coincidem, bem como os padroes
gerados pelos dois modelos. Considerando que o tempo de calculo para resolver
numericamente o sistema de trés equagoes é superior ao tempo de célculo do sistema

com duas equagoes, a aproximacao quasi-estacionaria apresenta claras vantagens.
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Capitulo 4

Modelo de reacao-difusao acoplado
com conveccao

As reagoes quimicas sao fenémenos locais. Para se formar um padrao de concen-
tragoes as reacoes quimicas deverao ser acopladas com um fendémeno que transmita
a totalidade do dominio informagado sobre o comportamento local. Mas a distan-
cia percorrida por uma molécula, no d&mbito do movimento browniano subjacente
a difusdo,é proporcional a v/dt, em que d representa a difuséo e t o tempo. Uma
questao que se coloca hoje [2] [6] é saber se a difusdo transmite a informagao com
a velocidade adequada para formar padrées. Nos casos em que o desenvolvimento
do tecido ou do 6rgao é lento, de modo que a velocidade de difusao transporta os
morfogenos em "tempo util", a formagao de padroes pode explicar-se com recurso
a difusdo, i.e., a0 movimento a nivel microscopico. Se o desenvolvimento do tecido
ou do 6rgao for muito rapido, a velocidade de difusao nao é suficiente para trans-
portar a informagao a todo o dominio. Surge assim a necessidade de se considerarem
outros fendbmenos que originem convecgao, por exemplo, e permitam o transporte da
informagao a uma velocidade adequada. Também Turing, no seu artigo [1], tinha ja
reconhecido a importancia de tais fenémenos originados por aspectos mecénicos do
meio envolvente (elasticidade e movimento), considerando mesmo que tanto a difusao
como a convecgao deveriam ser tidos em conta no estudo da formacao de padroes.

Num sistema de reacao-difusdo-convecgao, importa saber qual dos dois - con-
vecgao ou difusao- domina o processo de transporte. O indicador que se utiliza para
quantificar este aspeto é o numero de Péclet que se define por vL/d em que v é a
velocidade de convecgao e 1/L ¢ a escala espacial do dominio em que ocorre o feno-
meno em analise: se o numero de Péclet for superior a 1, o fenémeno é dominado
pela convecgao; se for inferior a 1, o fenémeno é dominado pela difusao. No primeiro
caso, citamos como exemplo células de grandes dimensoes, como os odcitos, em que

existem fluxos de citoplasma produzidos pelo movimento de proteinas na membrana,
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Capitulo 4 Modelo de reacdo-difusdo acoplado com conveccdo

da célula e dando origem a ntimeros de Péclet da ordem de 15 unidades; ou ainda, em
tecidos multicelulares em que o liquido intersticial tem uma velocidade de convecgao.
Uma outra forma de se criarem campos convectivos é através do stress que o exos-
esqueleto da célula exerce sobre o seu interior. As diferencas de pressao que originam
fluxos de materiais que tém um papel determinante na formacao de padrdes. Alguns
autores tém estudado o problema da formacao de padrdes quando estao presentes
fenomenos convectivos. Citamos, por exemplo, [18] [19].

Neste capitulo, sera feita uma abordagem sucinta a este problema. Seréd usada
uma andlise linear para comparar o efeito dos dois fenémenos de transporte, em
funcao do nimero de Péclet. Serao, posteriormente, apresentados alguns resultados

numéricos ilustrativos.

Um modelo de reagao-difusao-convecgao

Consideremos o sistema de reagao-difusao e introduzamos os termos convectivos que
sao dados pelos gradientes das substancias multiplicados pelo vetor velocidade v =
(v1,v2) associado ao campo convectivo que existe no meio. Neste estudo supomos
que v nao varia com o espago nem com o tempo. Considerando ainda condi¢oes de

fronteira fluxo de nulo, obtemos o seguinte sistema,

((Gu=dyAutv.vut fluv) €Qx(0,1)
Ov=dy Av+v.7 v+ g(u,v) € Qx (0,t)

(4.1)
(dyvu+vu)n=0 € 90 x (0,1)
| (dvVv+vo)n=0 € 00 x (0,t)
em que ”.” denota o produto escalar, d,, e d, representam os coeficientes de difusao

de duas substancias quimicas, f e g as taxas de produgao de U e V, respetivamente,
e n é a normal unitaria exterior a €2, sendo €2 o dominio espacial e (0, 00) o dominio
temporal. Usaremos neste modelo a reacao de Schnakenberg apresentada no segundo

capitulo. Procedendo a adimensionalizagao do sistema anterior obtemos

Ou = Au+v. 7 u+y(a—u+uv)
dv=dAv+v.vv+v0b—u?v),
em que d = d,/d,, o vetor velocidade passa a ser definido por v := L/d,(v1,v2) e
1/L ¢é a escala espacial associada ao problema que se quer modelar. E ainda, ~y sera,

tal como nos capitulos anteriores, uma constante associada ao tamanho do dominio.

Observe-se que a norma do novo vetor velocidade corresponde ao ntmero de Péclet
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4.1 Um modelo de reacio-difusdo-conveccido

associado & substancia U. Neste estudo iremos por isso analisar apenas o efeito da

variagao de v.
. u - u* ~ .
Seja w = , em que (u*,v*) representa a solugdo homogénea de equi-
*
v—v

librio. De modo semelhante ao que foi feito nos capitulos anteriores, comecamos por

linearizar o sistema e obter

ow=DAw+v.yw+vAw, (4.2)
fu f'U . . o .
em que A = representa a matriz das derivadas parciais de (f, g) calcu-
Gu YGv
10
ladas em (u*,v*) e D =
d

0
Prova-se (ver apéndice ( A)) que para 2 = (0,p) x (0, q) as solugoes nao triviais
d

do sistema linearizado sao da forma

w(z,y,t) = Z Cm,nWm,n(%?/)eﬁp()‘m,nt)v (4.3)

mneZ
com (z,y) € Q, t > 0e Wy n(z,y) = exp(—gyw)exp(—g5y)cos(Fa)cos(%Fy). Além

disso, W, satisfaz o problema de valor préprio
AW = E*W, (4.4)

com os correspondentes valores proprios dados por k? = k% + k%, tal que

V1 .nT
ki=——+1—
! 2d P
e
vy .MmT
ko= —— +1—)
2 2d q
para n,m € Z. Cp, = (€1,¢2)mn 580 os coeficientes calculados em fungao da

expansao em série de Fourier das condigoes iniciais.

Observando a solucao do sistema linearizado, pode-se prever que, ao contrario do
que acontece em sistemas de reacao-difusao, uma solucao de equilibrio heterogénea
deste sistema nao apresenta eventualmente periodicidade espacial, ja que as fungoes
proprias envolvem exponenciais. Na proxima secgao sera apresentado um exemplo
numérico desta situagao.

Substituindo a expressao ( 4.3) em ( 4.2) e usando a igualdade ( 4.4) vem

Mw = (k2 + k3)Dw + (kyvy + kovo)w + yAw <= Bw = 0,
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com

A= (K + k3) — (k1v1 + kavg) — 7 fu —fo
—Y9u A —d(k? + k3) — (k1v1 + kav2) — 9w

B =

Para que haja solugoes nao triviais o determinante de B tem de ser nulo. Esta relagao
permite-nos explicitar A em fungao de k.

Pretendemos estabelecer condi¢bes nos parametros que nos conduzam a uma
solucao de equilibrio limitada, mas nao constante. Para isso, consideramos a defini¢ao
de instabilidade de Turing para sistemas de reagao-difusao, isto é, (u*, v*) tem de ser
estavel na auséncia de efeitos espaciais e instavel na sua presenga. Como ja vimos
no capitulo 2, as condigoes de estabilidade sdo dadas por: detA > 0 e trA < 0.

Escrevemos de seguida a expressao de detB,
detB = ()‘ - ];: - "qu)()‘ - Ed - ’ng) - ’VQngw (45)

em que k= k?%—i—k?%—l—vlkl—l—vgkj = k‘_R—I-Z.kT] e de = dk‘%—i—dk‘%—l—vlk‘l—l—l@k‘z = k;R+ikZlI,
em que kg, k1, kqr € kqr sdo as partes reais e imaginarias de k e kg4, respetivamente.
E facil verificar que kgr = 0 e que

_ 2 2
kr= 3 (H—1) (3 +3) - (% + )

fr= (1= 3) (0122 4 vp2n) ,
— 2 2
ka= —403 +03) —n%d (%4—;%)

para n,m € Z. Comecemos por considerar o caso em que d = 1, pois por um lado é
pertinente de um ponto de vista biologico (ver capitulo 3), por outro lado simplifica
o problema, ja que kr = 0 e kg = k < 0, isto é, a equacdo ( 4.5) tem coeficientes

reais, tal como no caso sem conveccao. Tem-se

detB =0 <— (A—/;—’yfu)(/\—/;:—’ygv)—’Y2fv9u=0 <~

2k +ytrA £/ (2k + ytrA)? — 4h(k)
= 5 ,
com h(k) = k* —yktr A+ ~y%detA. Para algum R()) ser positivo tem que h < 0 para

A

algum k, o que nunca acontece. Concluimos que para d = 1 a solucdo homogénea de
equilibrio é sempre estavel, tal como no caso sem conveccao tratado no capitulo 2.
Dada a morosidade do desenvolvimento do caso d # 1, ndo o faremos neste
trabalho. Faremos, no entanto, algumas observagoes. A partir da expressao ( 4.3)
espera-se que existam solugoes periddicas, pelo facto de existirem valores de A tais
que R(A) > 0 e F(N) # 0. Esta situagdo nao acontecia no caso do modelo de Turing

(ver secgao 2.3.3).
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4.2 SimulacBes numéricas

Observando ( 4.5), ( 4.3) e as expressdes de kg, ks e kq e considerando, ainda,
o caso |v| < 1, em que |.| representa a norma euclidiana, prevé-se que os resultados
numéricos sejam parecidos ao caso do modelo de Turing. Deste modo, serd razoavel
aproximar o modelo ( 4.1) por um mais simples que nao inclui convec¢ao. Por outro
lado, considerando o caso |v| > 1, observamos de ( 4.3) que a exponencial ja causa
assimetria espacial e k7 é maior, o que implica um aumento em 3(A) e, consequente-
mente, uma diminui¢do do periodo temporal da solugao, dado por w = %2—7:\) Neste
caso nao poderemos ignorar a conveccao. Mas poderemos distinguir dois casos: se
o periodo temporal for pequeno, entdo a solugao oscilara com elevada frequéncia e
nunca estabiliza. Se o periodo for suficientemente grande, é espectavel que a solugao
consiga atingir um estado de equilibrio estacionario, antes de se completar um ciclo.
No limite, quando () = 0, estaremos no caso sem convecgao em que o periodo
tende para infinito.

Estas observagoes estao de acordo com o indicador (nimero de Péclet) normal-
mente usado para distinguir o processo de transporte dominante. Veremos de seguida

algumas ilustracgoes destas conclusées em funcao da variagdo do vetor v.

4.2. Simulagoes numeéricas

Nesta secc¢ao, partimos de um exemplo relativo ao modelo de Turing e observamos
a influéncia da introducao do fluxo na formacao de padroes. Por razoes de simpli-
cidade abordaremos apenas o caso em que v; = vo. Consideremos os seguintes
pardmetros usados no capitulo 2, nomeadamente, v = 120, a = 0.05, b = 1,
d = 20 e as condigdes iniciais ug(x,y) = a + b + 10 %cos(rx)cos(2y) e vo(x,y) =
b/(a+ b)? + 10~ 2cos(mz)cos(2y), para (z,y) € (0,1) x (0,7/2). Considerando, adi-
cionalmente, v1 = v9 = 0.2, obtemos as solucbes representadas na figura 4.2. Tal
como a previsao linear indica, a solugao é aproximadamente espacialmente periddica.
Podemos também constatar que este padrao é semelhante ao encontrado pelo modelo
de Turing, representado na figura 4.1. Neste caso, seria, portanto, razoavel aproxi-
mar este modelo por um de reagao-difusao, o que confirma as especulagoes da seccao
anterior e a validade do niimero de Péclet nesta situagao.

Consideremos agora um numero de Péclet um pouco maior, nomeadamente, vy =
vy = 2. Nos padroes obtidos (ver figura 4.3) pode observar-se uma ligeira falta de
periodicidade espacial, tal como previsto anteriormente. Aparentemente, a solucao

é estacionaria, mas pode ser possivel que ainda nao tenha convergido e que seja
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Figura 4.1: Representacao das solucoes estacionarias u e v do sistema sem convecgao
calculadas numericamente no Matlab, usando o método das diferengas finitas IMEX.
Os parametros usados foram v = 120, a = 0.05, b = 1, d = 20. O passo espacial é

0.04, o passo temporal é 1072 e a tolerancia e = 10710,

16
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0.8 0.7
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-
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Figura 4.2: Representacgao das solugoes estacionarias u e v do sistema com convecgao
calculadas numericamente no Matlab, usando o método das diferencas finitas IMEX.
Os parametros usados foram v = 120, a = 0.05, b =1,d =20 e v; = v2 = 0.2. O

passo espacial é 0.04, o passo temporal é 1072 e a tolerancia e = 10719,
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u \"
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Figura 4.3: Representagao das solugoes estacionarias u e v do sistema com convecgao
calculadas numericamente no Matlab, usando o método das diferencas finitas IMEX.
Os parametros usados foram v = 120, a = 0.05, b =1, d =20 e vy = vo = 2. O

passo espacial é 0.04, o passo temporal é 1072 e a tolerancia e = 10719,

peridédica. Para esclarecer esta situagao ter-se-ia de desenvolver uma analise do seu
comportamento qualitativo, usando, por exemplo, a teoria da bifurcacdo, que nao
serd explorada neste trabalho.

Por fim, na figura 4.4 parece observar-se uma solugao peridédica no tempo. Esta
solucao corresponde a um namero de Péclet elevado, o que implica que o seu periodo,
w = %, serd menor relativamente aos casos anteriores. Ao contrario do caso da
figura 4.3, é possivel que a solugao representada na figura 4.4 ndo tenha tido tempo
de convergir para um padrao estavel antes dos efeitos oscilatérios se fazerem sentir,

permanecendo, por isso, oscilatéria.

4.3. Consideracoes finais

Neste capitulo, foi abordado sucintamente um modelo que descreve fenémenos bi-
ologicos que envolvem outro mecanismo de transporte para além da difusao, nomeada-
mente, a conveccao. Como foi possivel constatar na secgdo 4.1, a anélise de um
modelo de reacao-difusao-convecgao torna-se substancialmente mais dificil compara-
tivamente ao modelo sem conveccao.

A abordagem feita compreende inicialmente uma analise linear e a obtencao da
solucdo do sistema linearizado. A partir da observacao desta expressdo, foi possivel
prever o comportamento qualitativo de algumas solugoes em funcao de v. E, ainda,

para o caso em que d = 1 provou-se a nao existéncia de solugoes heterogéneas ou
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t=1

t=3

Figura 4.4: Representagao das solugoes u e v do sistema com convecgao calculadas
numericamente em varios instantes no Matlab, usando o método das diferencas finitas
IMEX. Os parametros usados foram v = 120, a = 0.05, b = 1, d = 20 e v1 = vo = 20.
O passo espacial ¢ 0.04 e o passo temporal ¢ 1073, A solucdo nao convergiu, por isso

podera ser uma solugao periddica.
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periodicas (no tempo) linearmente estaveis.

Para niimeros de Péclet pequenos, isto € muito menores do que 1, o problema é
dominado pela difusao e a anéalise linear fornece resultados analogos aos estabelecidos
no Capitulo 2, sendo portanto os padroes obtidos muito semelhantes. No caso de
nimeros de Péclet grandes, no sentido de assumirem valores muito maiores do que
1, o problema é dominado pela convecgao, que representa portanto o mecanismo que
de facto transmite a informacao a todo o dominio. Os padroes observados revelam,
para nimeros de Péclet ligeiramente superiores a 1, uma certa perda de simetria es-
pacial, enquanto que, para nimeros de Péclet mais elevados, préoximos de 20, parece
observar-se uma alteracao da natureza da solugao, apresentando aparentemente pe-
riodicidade temporal.

Para confirmar estas conclusoes seria necessario recorrer a anélises mais gerais
do sistema que permitissem provar a existéncia de solucao e que dessem informacao
sobre o seu comportamento qualitativo. Na analise de sistemas de derivadas parciais
¢ importante e necessério recorrer a varias técnicas diferentes de modo a validar as

conclusoes obtidas.
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Capitulo 5

Conclusao

Desde a proposta controversa e genial de Turing em 1952 de um possivel mecanismo
para a morfogénese que se tem vindo a desenvolver um grande conjunto de novas
ideias e teorias cientificas. A sua proposta motivou e continua a motivar o surgi-
mento e desenvolvimento de um vasto conjunto de areas e problemas. Desde entao,
tém sido propostos diversos modelos para a morfogénese. Naturalmente, neste tra-
balho foi abordada uma perspetiva tedrica do problema, mas como se pode constatar,
dada a sua complexidade, existem varias abordagens matematicas que se podiam ter
seguido. Com efeito, este problema continua atualmente a ser explorado tanto a
nivel da modela¢ao, como a nivel da analise nao linear, linear e numérica com vista
a aproximgcao de solugdes; ou ainda de um ponto de vista teérico com vista a provar
a existéncia, positividade e limitacao de solugdes. O entusiasmo por estas questoes
matematicas tem sido também reavivado pelos resultados experimentais que se tém
obtido e que vém confirmar ou nao as previsoes tebricas, mas também pelo aparec-
imento de novos problemas matematicos motivados por fenémenos biol6gicos. No
entanto, nao podemos esquecer que: "Todos os modelos mateméticos estao errados,
mas alguns s@o tuteis."(George E. P. Box). De facto, um modelo matematico é uma
aproximagao da realidade, logo tem erros. Sendo a realidade tao complexa, os mod-
elos matematicos conseguem apenas representar uma sua versao simplificada que é
normalmente adaptada as perguntas a que se pretende dar resposta. A sua utilidade
refere-se as ideias e sugestoes que pode trazer as outras ciéncias. A proposta teorica
de Turing contribuiu para a procura e descoberta de muitos fendémenos biolégicos
e quimicos que provavelmente de outro modo nao teriam ainda sido encontrados.

Vivendo na fronteira entre duas areas pode-se realmente tirar proveito das duas.

No ambito dos temas abordados nesta tese, o trabalho futuro passaria por explo-
rar a questao de saber quantas solu¢oes heterogéneas estacionarias possui um sistema
de reagao-difusao e que tipo de condigoes iniciais conduz a cada uma delas. Relativa-

mente ao trabalho iniciado no capitulo 4, os proximos passos passariam por fazer um
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estudo das bifurcacoes relativo ao sistema com convecgao, para analisar o compor-
tamento qualitativo das solugoes. Outra questao que devera ser explorada prende-se
com a influéncia do método numeérico na formagao de um padrao, em particular de
modo a estabelecer quando é que uma solucao obtida j& é uma aproximacao precisa

da solugao estacionaria.
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Apéndice A

Deducao do tipo de solucao para o
sistema com conveccao linearizado

Consideremos o sistema de reagao-difusao-convecgao linear e adimensionalizado,

ou=Au+v.\Ju+aju+av € Qx(0,00)

v =dANv+ V.U + as1u + axpv € Q x (0,00) (A1)
(Vu+vu)n =0 € 00 x (0,00) .

(dyv+vov)n=0 € 09 x (0, 00)
com Q = (0,p) x (0,q) € R%, v = (v1,v2) e d contantes ndo negativas e a;j, i,j = 1,2
constantes quaisquer. Como o sistema é linear, a solugao sera do tipo
u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(),
v(z,y,t) = W(x)Z(y)T(t),
com (z,y) € Q et > 0. Substituindo em ( A.1) e dividindo a primeira equagao por

XYT e asegunda por WZT vem,

T/ X// Y// X/ Y/ WZ
T:X+7+U17+U27+a11+a12)(y:)‘ EQX(0,00)

(A.2)

L =% +dZ + o' +wd taniy tan=X €Qx(0,00)
Cada membro de cada equacao tem de ser igual a uma constante A, ja que dependem
de variaveis diferentes. Temos, por isso, 7" = AT cuja solu¢ao ¢ uma exponencial.
Procuramos solugoes tais que X, Y, W e Z satisfazem, para s = p ou s = ¢, o

problema do valor préprio seguinte,
X" =k*X em (0,5), X' (0) = X'(s) = 0, (A.3)

com os valores proprios ki, ko, k3 e k4, respetivamente, que iremos determinar em
funcao das condigoes de fronteira. Usando este pressuposto, simplificamos o sistema
anterior anterior e obtemos

T = ce

ki + k3 + kvt + kavo + a11 + ann g =X € Q2 x (0,00) (A4)

dk3 + dk3 + ksvi + kavo + ani iy +ae = A € Q x (0,00),
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para alguma constante c. A partir da primeira equacao, por exemplo, é facil 1solar

W/X num membro e Z/Y no outro, tendo por isso de ser fungoes constantes pelo
mesmo argumento do paragrafo anterior, o que implica que W = a1 X e Z = aoY/,
para determinadas constantes a1 e ay. Como as solugoes do problema do valor
proéprio associadas a diferentes valores proprios sao linearmente independentes e uni-
camente determinadas pelo correspondente valor proprio, entao ki = k3 e ko = ky.

Finalmente, a solugao seré da forma

U(m’, v, t) — ek1x+k2ye)\t

v(z,y,t) = ehrzthay At

Para determinar as constantes, usaremos o facto de que a solugao tem de satisfazer

o sistema ( A.1). Comecemos por concluir a partir de ( A.2) que

§,+U1%+ﬁ120
Y7"+U2%+52=0
AW+ oW B3=0

dZ +vZ + B4 =0,

(A.5)

para certas constantes 3;, ¢ = 1,...,4. Usando ( A.3) e resolvendo as ultimas duas

equacoes do sistema! em ordem a k; e ks obtemos

it —Uli\/U%—lldﬂg
L 2d

it fvgzt\/vgflldﬁzl
2 2d '

A solucédo tem ainda de verificar as condic¢des de fronteira. Por razoes de simplicidade,

consideramos apenas uma dimensao espacial, isto é, a solugao u serd da forma,
- +
u(z,t) = cref1 %N 4 cpef1 M e (0,p), t > 0.
Se kf e ki forem reais e distintos, entao, as condicoes de fronteira implicam ¢; =
co = 0, de facto,

ux(pa t) + Ulu(pv t) =0
= cle/\HkTp(kf +v1) + c2eMTRP (kT +v1) =0

<— c¢1=c =0.

1Se usarmos as primeiras duas equacbes em vez das tltimas duas, k1 e ko serdo diferentes, mas
para condigoes iniciais uo, vo dadas a solugao final serd a mesma, ja que resulta de uma combinagao

linear de fungdes proprias que formam uma base do espago de fungoes.
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kP serem funcoes linearmente

A ultima passagem ¢é justificada pelo facto de kP ee
independentes. Se k" = ki entdo as conclusdes sdo idénticas. Finalmente, se ki e

ki forem complexos, isto é, sz = —v1/(2d) £ia/(2d), para algum « # 0 real, entao

Uy +viu=0em x=0,p, et >0

ci(ky +v1) +ea(ky +v1) =0

— N )
MNP (B 4+ uy) + eaeMTRP (BT 1) =0

V1 —1tQ
v+t

+ —
eFiP 4 efip =

Cl = —C9
<~

Finalmente, da dltima equagao vem

elop/(2d) | o=iop/(2d) — ) = sen(a/(2d)) =0 <= a/(2d) = -2,
b

para n € Z. A solugdo néo trivial seré entdo da forma
nmw nm
u(x, t) oc MUV CDT(cos(e) — ) + icysen(—)).
p p

Mais uma vez, para que u verifique as condigoes de fronteira, ¢y tem de ser nulo. As
fungoes proprias sdo dadas por X, = e~ v1/(2d)z cos(”?’rac) e os correspondentes valores
proprios k, = —g5 + cos(%r), para n € Z.

Finalmente, considerando o dominio espacial 2 definido no inicio deste apéndice
e efetuando a um raciocinio idéntico, chegamos a solucao geral do sistema linear

( A.1) que é dada por

") cos("ly),

u,v)(z,y,t) = Cppynemntev1/Qda—v2/2d)y .
(W)@ y.t) = Y Cn (2 eon

m,nel

em que os coeficientes Cy, , € R? sdo calculados em funcdo da expansdo em série de

Fourier das condigoes iniciais.
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Apéndice B

Codigos em Matlab

B.1. Implementacao do método das diferencas finitas IMEX
para o sistema de reagao-difusao com a reagao de Schnaken-
berg

1 deltax=0.04;

» deltat=10"(—3);

3 pl=10~(—=12); %precisao

1+ nl=fix (1/deltax);

5 n2=fix (pi/2/deltax);

6 x1=0:deltax:0.04%nl;% discretizacao do espaco

7 x2=0:deltax:0.04%n2;

s [xx1,xx2] = meshgrid(x1,x2);%malha espacial

9 gama=120;%parametros

10 a=0.09;

1 b=1;

12 d=10; %d=D v/D u

13 u0 = (a + b) + 107 (—1)*rand (nl+1,n2+1);%condi¢oes iniciais

u v0 = b/(at+b)"2+10"(—1)*rand (nl+1,n2+1);

15 B=[—4, 2, zeros(l, nl—1); speye(nl—1,1), gallery(’tridiag’,
nl—1,1,-4,1), [zeros(nl—2,1);1];zeros(1,nl1-1), 2, —4];

16 A=B;

i D=1

18 for i=1:n2

19 A=blkdiag (A,B);

20 I=blkdiag (I,speye(nl+1));

21 end

22 la=blkdiag (eye(nl+1),2xeye(nl+1),I);

23 Ib=blkdiag (I, 2xeye(nl+1),eye(nl+1));
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20 Ta=Ta ((nl1+2):((nl4+1)*(n2+41)+(n1+1)) ,1:(nl+1)*(n2+1));

25 Ib=Ib (1:(nl+1)*(n2+1),(nl+2):((nl+1)*x(n2+1)+(nl+1)));%matriz
com identidades na diagonal inferior

26 A=A+Ta+Ib ;% matriz referente ao laplaciano

27 erro=1;

25 u_O=reshape(u0,(nl+1)*(n2+1),1);

20 v_0O=reshape(v0,(nl+1)%(n2+1),1);

30 while erro>pl

31 %calculo de uma aproximagao de u e v

32 u_l=(speye((nl+1)*x(n2+1))—deltat/deltax "2xA)\ (u_0+
gamaxdeltat *(a—u_0+u 0.xu 0.xv_0));

33 v_1=(speye((nl+1)x(n2+1))—deltat/deltax ~2xd*A)\(v_0+
gamaxdeltat x(b—u_0.xu_0.xv_0));

34 erro=norm(u_l-u 0, inf);%condi¢ao de paragem

35 u_ O=u_1;

36 v_0=v_1;

37 end

B.2. Implementacao do método das diferencas finitas IMEX
para o sistema de trés equacoes de reacao-difusao com
afinidade quimica

1 deltax=1;%passo espacial

2 deltat=0.01;%passo temporal

3 L=30;

a pl=10~(—11); %precisao

5 nl=fix (L/deltax);

6 n2=fix (L/deltax);

7 x1=0:deltax:deltax*nl;%discretizacao do espaco
s x2=0:deltax:deltax*n2;

9 [xx1,xx2] = meshgrid(x1,x2);%malha espacial

10 ka=9%parametros

n kd=0.03;
12 a=0.01;
13 b=0.05;
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14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

B.2 Implementaciao do método das diferencas finitas IMEX para o sistema de

trés equacdes de reacdo-difusdo com afinidade quimica

gama=1;
d=1;
u_0=(at+b)+10"(—2)xcos (pixxx1’/30) .*xcos(pixxx2’/30) ;%
condigoes iniciais
v_0=b/(a+b) 24107 (—2)*cos (pi*xx1’/30) .*xcos(pi*xxx2’/30) ;
w_0=(kax(atb)/kd+10~(—2)*cos (pixxx1’/30) .xcos(pi*xx2’/30));
ul0=u_0;
vO=v_0;
wl=w_0;
B=[—4, 2, zeros(l, nl—1); speye(nl—1,1), gallery(’tridiag’,
nl—1,1,-4,1), [zeros(nl—2,1);1];zeros(1,nl1-1), 2, —4];
A=B;
I=[];
for i=1:n2
A=blkdiag (A,B);
I=blkdiag(I,speye(nl+1));
end
la=blkdiag (eye(nl+1),2xeye(nl+1),1);
Ib=blkdiag (I, 2xeye(nl+1),eye(nl+1));
Ia=Ta ((nl1+42):((nl+1)*(n2+1)+(nl+1)) ,1:(nl+1)*(n2+1));
Ib=Ib (1:(nl+1)*(n2+1),(nl+2):((nl+1)*(n2+1)+(nl+1)));%matriz
com identidades na diagonal inferior
A=A+Ta+Ib;
erro=1;
u_O=reshape(u0,(nl+1)*(n2+1).,1);
v_0O=reshape (v0,(nl+1)*(n2+1),1);
w_O=reshape (w0, (nl+1)*(n2+1),1);
while erro>pl && erro<10740
%Calculo de uma aproximacao da solucao u
u_l=(speye((nl+1)*(n2+1))—deltat /deltax "2«A)\ (u_0+gamax
deltat *x(a—u_0+u_0.xu_0.xv_0+kds*w_O-kaxu 0));
v_1=(speye((nl+1)*(n2+1))—deltat/deltax~2xd*A)\(v_0O+gama
xdeltat«(b—u 0.xu 0.xv_0));
w_l=w_O+deltat*(—kd*w_O+kaxu 0);
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43 erro=norm(u_1l-u 0, inf); %condi¢ao de paragem
14 u O=u_ 1;

45 v_0O=v_1;

46 w_O=w_1;

a7 end

B.3. Implementacao do método das diferencas finitas IMEX
para o sistema de reacao-difusao-convecgao com a reacao
de Schnakenberg

1 deltax=0.04;
deltat=10"(-3);
pl=10"(—11); %precisao
nl=fix (1/deltax);
n2=fix (pi/2/deltax);

6 x1=0:deltax:0.04%nl;

7 x2=0:deltax:0.04*n2;

N

w

I

w

[xx1,xx2] = meshgrid(x1,x2); %malha espacial

(¢4

9 gama=120;%parametros

10 a=0.05; %a=>0

1 b=1; %b>0

12 d=20; %d-D v/D u

13 ¢=0.2;%velocidade

11 u0=1.05+10"(—2)*cos (pikxxl’) .xcos(2*xxx2") ;

15 v0=0.907+10"(—2)*cos (pixxxl’) .xcos (2xxx2") ;

16 A=[—4, 2, zeros(l, nl—1); speye(nl—1,1), gallery(’tridiag’,
nl—1,1,-4,1), [zeros(nl—2,1);1];zeros(1,nl-1), 2, —4];

11 AA=A

18 B=[zeros(1,nl+1);—speye(nl—1,1), gallery(’tridiag’,nl
-1,-1,0,1), [zeros(nl—2,1);1];zeros(1,nl+1)];

1» BB-B:

20 I=[];

21 for i=1:n2

22 A=blkdiag (AAA);

23 B=blkdiag (BB,B) ;
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26

27
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34
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39

40

41

42

43

44

45

46

47

2.3 Consideracdes finais

I=blkdiag (I,speye(nl+1));
end
la=blkdiag (eye(nl+1),2xeye(nl+1),1);%diagonal superior
Ib=blkdiag (I, 2xeye(nl+1),eye(nl+1));%diagonal inferior
lTa=Ta ((n1+42):((nl+1)*(n2+1)+(nl+1)) ,1:(nl+1)*(n2+1));
Ib=Ib (1:(nl+1)*(n2+1) ,(nl1+2):((nl+1)*(n2+1)+(nl+1)));%matriz
com identidades na diagonal inferior
A=A+Ta+Ib ;%matriz referente ao laplaciano
la=blkdiag (eye(nl+1),zeros(nl+1),1);%diagonal superior
Ib=blkdiag(—1I, zeros(nl+1),eye(nl+1));%diagonal inferior
la=Ta ((n1+42):((nl+1)*(n2+1)+(nl+1)) ,1:(nl4+1)*(n2+1));
Ib=Ib (1:(nl+1)*(n2+1) ,(nl1+2):((nl+1)*x(n2+1)+(nl+1))) ;%matriz
com identidades na diagonal inferior
B=B+Ia+Ib;%matriz referente ao gradiente
I=speye ((nl+1)*(n2+1));
u_O=reshape(u0,(nl+1)*(n2+1),1);
v_0O=reshape(v0,(nl+1)*(n2+1),1);
erro=1;
while erro>pl && erro<10"10 && j <90000
%calculo de uma aproximacao de u e v
u 1=(I-deltat/deltax~2xA)\ ((deltat /deltax /2xcxB+1)x
u_O+gamaxdeltat *(a—u_0+u_0.xu_0.xv_0));
v_1=(I-deltat /deltax ~2xd*A)\ ((deltat /deltax /2xcxB+I)
xv_Ofgamaxdeltat x(b—u 0.xu 0.xv_0));
erro=norm(u_l-u 0, inf);%condi¢cao de paragem
u O0=u 1;
v_0=v_1;

end
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