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Resumo

Este relatdrio, de carater cientifico e pedagdgico, demonstra a importdncia das equacdes
guadraticas através das suas aplicacdes e foi realizado em duas fases.

Na primeira fase é apresentado o trabalho desenvolvido no ambito do Projeto Educacional I, no
qual se pode constatar que as equacdes quadraticas sdo fundamentais para a determinacdo das
solucdes das equacdes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem e, consequentemente, em
todas as suas aplicagbes. Destas, destaca-se o sistema massa-mola e um modelo, baseado nesse
sistema, que descreve o movimento exercido pela extremidade de um cabo da ponte suspensa de
Tacoma Narrows, momentos antes da rotura do tabuleiro central. Esta ponte, pouco tempo apds a
sua construcdo e perante ventos fortes, exibiu oscilagbes que aumentaram de intensidade de tal
forma que provocaram a sua queda.

Numa segunda fase, referente ao Projeto Educacional Il, é mencionada a planificagdo e a
implementacdo em sala de aula de um conjunto de atividades, para o oitavo, nono e décimo anos de
escolaridade, que pretendem realgar a importancia das equag¢bes quadraticas na modelagdo
matematica e consequentemente na resolugao de problemas.

No final, é apresentada uma reflexdao pessoal sobre o trabalho, com énfase nas atividades
pedagdgicas desenvolvidas e nas dificuldades encontradas.

Palavras Chave: Equac&es quadraticas, Equacdes diferenciais lineares de segunda ordem de
coeficientes constantes, Sistema massa-mola.

Abstract

This scientific and pedagogic report states the importance of quadratic equations through its
practical application, being structured into two stages.

The first phase presents the work developed during Educational project I, which concludes that
the quadratic equations are essential for the determination of solutions in differential ordinary linear
equations of second order and consequently in all their applications. Among these, the mass-spring
system is distinguished, as well as a model related to that system, which describes the movement
made by a cable ending in the suspended bridge of Tacoma Narrows just before the breaking of the
central deck. Just after its building, with strong winds, this bridge suffered severe oscillation which
eventually led to its downfall.

The second phase, related to the Educational Project Il mentions the planning and execution of
a set of classroom activities for grade eight, nine and ten, which aims at stressing the importance of
guadratic equations for mathematical modeling and therefore in problem solving.

The report is concluded with a personal review on the work done, emphasizing the pedagogical
activities developed and also the difficulties found.

Keywords: Quadratic equations, second-order linear differential equation with constant
coefficient, mass-spring system.
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Introducao

Introducgao

O presente relatério teve origem numa proposta da Professora Fatima Leite referente a
comunicacdo apresentada no parlamento britanico, pelo deputado Mr. McWalter, em vinte seis de
junho de 2003, sobre a importancia das equacdes quadraticas [14]. Esta intervencdo pretendia
responder a um dirigente sindical que tinha afirmado publicamente que o estudo das equacgdes
guadraticas era um tdpico irrelevante na aprendizagem dos alunos. De acordo com o deputado Mr
McWalter, quem considera que as equag¢des quadrdticas sdo uma manipula¢gdo despromovida de
qualquer significado tem um total desconhecimento da sua importancia na aprendizagem, ja que é
muito vasto o seu leque de aplicagGes a problemas da vida real.

Esta intervencgado inspirou os dois artigos de Chris Budd e Chris Sangwin, [3] e [4], que surgiram
em defesa das equagdes quadraticas. Nestes artigos, os autores ddo énfase a algumas das suas
aplicagcOes e a forma como tém desempenhado um papel fundamental na histéria da humanidade.
Comecam por referir que os primeiros registos da equagdo quadratica apareceram na civilizagdo
babildnia associados ao calculo de impostos. Em seguida, os gregos alargaram o leque das aplicagbes
das equagbes quadraticas, das quais destaco as cénicas: circulo, elipse, hipérbole e pardbola, que
mais tarde aparecem relacionadas ao movimento dos planetas em torno do sol. Com Galileu surge
uma nova equagao quadratica que da a posi¢ao de uma particula em funcdo do tempo. Esta equacdo
aplica-se na determinacdo da distancia de travagem de um carro que circula a uma determinada
velocidade ou no movimento de projéteis sob acdo da gravidade. Newton formulou as trés leis do
movimento que junto com as equacgdes diferenciais sdo fundamentais para descrever
matematicamente fendmenos naturais, como o movimento do péndulo. A equacgdo diferencial,
nomeadamente a de coeficientes constantes de ordem dois necessita na determinacdo das suas
solucdes da resolucdo da equacao quadratica que lhe estad associada. Por fim, os autores realgam a
aplicabilidade da equa¢do quadratica a grande parte da tecnologia moderna associada as
telecomunicacoes.

Desta forma, a importancia da equacdao quadratica repousa no facto de estar presente, ainda
que como mera coadjuvante, em quase todos os dominios do conhecimento matemdtico, tanto como
objeto de estudo quanto como instrumento para outros estudos.

Seguindo esta linha de pensamento, é finalidade deste relatério apresentar um conjunto de
situacGes que envolvem ou resultam de aplicagdes das equacgdes quadraticas em diferentes areas do

saber.



Introducao

O primeiro capitulo deste relatério, de carater mais cientifico, esta dividido em trés seccgdes.
Na primeira apresentam-se algumas noc¢des e propriedades relacionadas com equacdes diferenciais
de segunda ordem tendo como objetivo a obtencdo das solucGes dessas equacbes diferenciais com
coeficientes constantes. A segunda sec¢do é dedicada ao estudo dos movimentos envolvidos no
sistema massa-mola e que resultam de aplicacbes das equacgbes diferenciais de coeficientes
constantes de ordem dois. Os conhecimentos do sistema massa-mola servem de sustentaculo para a
compreensdao do modelo matematico, apresentado na terceira secgao, que descreve o movimento
exercido pela extremidade de um cabo da ponte de Tacoma Narrows, momentos antes da sua queda.

No segundo capitulo, com um cardter mais pedagdgico, € mencionada a planificacdo e a
implementacdao em sala de aula de um conjunto de atividades destinadas ao oitavo, nono e décimo
anos de escolaridade. Destas atividades, constam algumas tarefas que tém como principal objetivo
sensibilizar os alunos para a importancia das equa¢des quadraticas através da sua aplica¢do a
modelagdo matematica e, consequentemente, a resolucdo de problemas do quotidiano. No décimo
ano, foi também explorada a pardbola e a elipse como exemplos de aplicacio das equagbes
quadraticas. Algumas das tarefas envolviam o recurso ao programa de geometria dinamica
GeoGebra. Este foi utilizado quer para encontrar o modelo matematico que traduzia a situagao
apresentada quer para construir uma pardbola. A metodologia utilizada passou, predominantemente,
pelo trabalho de grupo.

No final, é apresentada uma reflexdo pessoal sobre este trabalho, com énfase nas atividades

pedagdgicas desenvolvidas e nas dificuldades encontradas.



Equacgodes diferenciais de segunda ordem

Capitulo | - Projeto Educacional |

Nesta seccdo, apresentam-se algumas das nog¢des bdsicas referentes as equacgdes diferenciais
de segunda ordem e um procedimento para determinacdo das solucdes das equacgdes diferenciais de

coeficientes constantes e de ordem dois. As fontes para a sua redacdo foram [11] e [21].

1.1 Equagoes diferenciais de segunda ordem

Todas as equacdes diferenciais ordinarias (EDO) lineares de ordem n escrevem-se na forma:
xM™ +a,(O)x™ D + L+ a,_ (O)x + a,(t)x = b(t), (1)

sendo a; e b fungBes reais de variavel real conhecidas e definidas num certo intervalo I. As fungGes
a; sao chamadas coeficientes da equagdo diferencial e b o segundo membro. No caso em que o
segundo membro seja a fun¢do identicamente nula em I, a equacgdo diz-se EDO homogénea e toma a

forma:
xM™ +a,(O)x™ D+ L +a, ()X +a,()x=0 (2)

Caso contrario a equagdao chama-se completa ou ndo homogénea. Quando todos os coeficientes a

equacao (1) forem constantes, esta equacao é designada por EDO linear de coeficientes constantes

Definigao 1:
Diz-se que uma funcdo x = x(t) é solucdo da EDO (1), no intervalo I c R, se

concomitantemente com as suas derivadas até a ordem n satisfaz a equacgdo diferencial em 1.
Sem perda de generalidade pode-se considerar que o intervalo I é aberto.

Definigao 2:

O conjunto de todas as solugées de (1) em I chama-se solu¢do geral de (1) em I.

Teorema 1 (existéncia da unicidade de solugdo)

Sejam a4, ...,a, e b fungbes continuas num certo intervalo I c R. Sejam t, um ponto
qualquer de I e ay, ay,..., x,_1 quaisquer numeros reais. Entdio, existe uma e uma so solugéo
x =x(t) definida em I da equacdo diferencial (1), satisfazendo as condi¢des iniciais

x(to) = ao ,x,(to) = 0(1, ...,x(n_l)(to) = an_l.
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A partir deste momento ir-se-d considerar que todas as equacdes diferenciais ordinarias
lineares se encontram nas condicdes do teorema anterior e que as suas solucdes estdao definidas no
intervalo I, mesmo que nao haja referéncia explicita a este intervalo.

Segue-se a apresentacdo de algumas propriedades das solucdes das equacdes diferenciais

homogéneas de coeficientes (2).

Teorema 2
O conjunto das solugcdes S,(I) constituido pela totalidade das solugées, em I, da equagdo

diferencial (2) forma um espacgo vectorial real de dimensdo n.

Definicao 3:
Qualquer base do espago vectorial Sy(I) designa-se por sistema fundamental de solucées (SFS)

da equacgdo diferencial (2).

Corolario 1
Se {x,(t),...,x,(t) } é um sistema fundamental de solucdes da equagdo (2), entdo a sua
solugdo geral é da forma x(t) = cyx1(t) + cyx,(t) + -+ + cpx, (t), onde ¢y, ¢3, ..., ¢, SG0O constantes

reais arbitrarias.

Teorema 3

O conjunto das solugdes da equagdo diferencial completa (1) forma um espag¢o afim do espago
vectorial do teorema 2, isto é, a solugdo geral da equagdo (1) é da forma x(t) = xp,(t) + x,(t), onde
xp(t) € solugdo geral da equagio homogénea associada (2) e x, (t) € uma qualquer solugdo particular

de (1).

Atendendo aos objectivos deste trabalho, torna-se de extrema importancia o estudo do caso
particular das equacGes diferenciais de segunda ordem e de coeficientes constantes reais. Neste

sentido, a equacdo (1) passa a ter a seguinte forma:
X"+ ax" + azx = b(t), (3)

onde a; e a, sdo constantes reais e b(t) é uma fungdo continua em 1.

Para encontrar as solu¢des da equacdo (3), atendendo ao teorema anterior, é necessario em

primeiro lugar estudar a EDO homogénea associada, ou seja, as equacées da forma:



Equacgodes diferenciais de segunda ordem

X"+ a1 x" +ax =0.

(4)

Para além disso, é conveniente introduzir alguns conceitos e propriedades.

Teorema 4 (Critério da independéncia linear das solugoes)
Duas solugdes x,(t) e x,(t) da equacdo diferencial (4), séo linearmente independentes se e

x1(8)  xa(0)

X0 O x1(8)x;"(t) — x2(0)x,'(t) # 0, paratodoot.

so se

Da demonstragao deste teorema permite concluir que a implicagdo < ndo exige que x; e X,
sejam solugGes da equagao (4).

De acordo com o corolario 1, para a determinagdo das solugbes da equacdo (4) basta conhecer
duas solugdes linearmente independentes. A determinacdo de um S.F.S. da equacgdo (4) passa por
processo algébrico que envolve encontrar as raizes de uma equagdo construida a custa dos

coeficientes a; e a,.

Definicao 4

Chama-se equagdo caracteristico associado a EDO de coeficientes constantes (4) a equagdo

>+ ar+a; =0 (5)

Atendendo a que a equacgdo caracteristica (5) € uma equacgdo quadratica, pode-se obter uma
Unica raiz real, duas raizes reais distintas ou duas raizes complexas conjugadas, de acordo com o sinal
do bindmio discriminante. As solu¢des da equacdo (4) estdo relacionadas com a natureza das

solugGes da equacgdo caracteristica. Esta relacdo é dada pelo teorema 5.

Teorema 5
Considere-se a equagdo diferencial linear de ordem dois homogénea de coeficientes constantes
(4).

1. Ser, er, sdo duas raizes reais distintas da equacdo caracteristica (5) entdo {e"¢,e"!}
constitui um SFS da equacéo (4);

2. Se r,é a unica raiz real da equagdo caracteristica (5) entdo {e™¢, te™'} constitui um SFS da
equagdo (4);

3. Se a+ fi é um par de raizes complexas conjugadas da equacdo caracteristica (5), entéo

{e? cos(pt),e* sin(Bt)} constitui um SFS da equacéo ().



Capitulo | - Projeto Educacional |

Demonstragao
A prova consiste em demonstrar, para cada tipo de raizes, que o sistema apresentado é um
sistema fundamental de solugbes, ou seja que os elementos que o constituem sdo solucdes da

equacdo (4) e linearmente independentes.

1. Para x; (t) = e"' determine-se as suas derivadas até & ordem 2. Assim tem-se que:
x'1 () =ret e x";(t) =r %"t
Substituindo em (4) vem que: r;2e"t + a;r et + a,e™t = 0, ou seja, et (12 + ary +a,) =0
Dado que r; é solugdo da equagdo caracteristica associada a equagdo diferencial (4), obtém-se a
identidade 0 = 0.
Logo x; (t) é solucdo da equacdo (4).

t

De forma idéntica se conclui que x,(t) = e™" é solucdo de (4).

Prove-se, agora, que estas solugdes sao linearmente independentes.

it rt

e e
ot — erltrzerzt _ erztrlerlt —

riet r,e
— I.Ze(r1+rz)t _ r1e(r1+r2)t —
= e(m*2)i(r, — ;) # 0,
dado que r; e r, s3o raizes reais distintas e e*2)t> (0 v € R.
Assim, pelo teorema 4, x,(t) e x,(t) sdo duas solucdes linearmente independentes, pelo que

{ert, e2'} constitui um SFS da equacdo (4).

2. Para x; (t) = e™' j4 foi provado, no caso 1, que é solucdo da equagdo (4).
Considere-se agora x, (t) = te™! e determine-se as suas derivadas até & ordem 2. Assim,
x', (t) = et +ritet e x'', (t) = 2rye"t + 1 2te™t,
Substituindo no primeiro membro da equacao (4), vem
2rie"t +r 2te"t + a et + a rte"t + a,tent =
=e"'(2r, +a;y) +e"tt(r;? + ayrt+ay) =
=0,
a1

tendo em conta que r; é raiz da equagdo (5) e que é de multiplicidade dois logo r; = -5

Provou-se entdo que x,(t) e x,(t) satisfazem a equacdo diferencial, ou seja, sdo solucdes da
equacao (4).
Averigle-se, em seguida, que estas solugbes sdo linearmente independentes

er1 t t erl t

— 27t 2ryt 2t _ 21t
= e“"t + rytet — ryte“"tt = et
ret  ent 4 tet 1 L
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Dado que et > ( para todo o t, o determinante sera sempre diferente de zero. Pelo teorema 4,
as solugdes sdo linearmente independentes, pelo que,{e't, te''} constitui um SFS da equacdo

(4).

3. Estude-se em primeiro lugar a independéncia linear das fun¢des: x; (t) = e* cos(Bt) e
x,(t) = e*t sin(Bt).

e cos(Bt) e sin(Bt) _
e (a cos(Bt) — Bsin(Bt)) e (asin(Bt) + B cos(B

= e* cos(Bt) e** (asin(Bt) + B cos(Bt)) — et sin(Bt) e**(a cos(Bt) — B sin(Bt)) =
= e?“ o sin(Bt) cos Bt + Be®t cos?(Bt) — e?*t asin(Bt) cos(Bt) + Le*t sin?(Bt) =
= Be™t
Pelo facto de § # 0 e e** > 0 para todo o t, o determinante sera sempre diferente de zero donde
as fungdes sdo linearmente independentes (de acordo com a demonstragdo do teorema 4).
Resta provar que x; (t) = e**cos(Bt) é solucdo da equacdo (4). Determinem-se as suas

derivadas até a ordem dois e substituam-se na equag¢do no primeiro membro da equacdo (4).
a?e® cos(Bt) — 2ape* sin(Bt) — f2e* cos(P)+ a, (ae® cos(Bt) — Be* sin(Bt)) + a,(e** cos(Bt)) =
= e cos(Bt) (ay + aqa + a? — B2) + (—2aB — a B)e*t sin(Bt).

Atendendo a que as fungdes e*t cos(Bt) e e*' sin(Bt) sdo linearmente independentes (provado
acima) pode inferir-se que a combinac3o linear obtida é nula apenas se cada um dos coeficiente

for igual a zero. Prove-se que a; + ;@ +a* — =0 e —2af —a;f = 0.

Tendo em conta que as solugdes da equagdo (5) sdo complexas conjugadas, da forma a + fi,

/4 —q.2
tem-se que a = —%eﬁ = %, pelo que:
2 2 2
a, a, a,
atagat+ar—pi=a,——+——a,+—=0
2t ay B 27 4 2t

—2a —a,f = f(-2a—a;) = @(ﬂ— ‘11) =
Desta forma, concluiu-se que x; (t) = e* cos(Bt) é solugio da equacio (4).
De igual modo se verifica que x,(t) = e** sin(Bt) é solucdo da equacio (4).
Tendo em conta x; (t) e x, (t) sdo fun¢des linearmente independentes e solugbes da equacdo (4),

tem-se que {e** cos(Bt), e** sin(Bt)} constitui um SFS da mesma equagdo.

Estude-se, agora, a solucdo da EDO linear de ordem dois completa e de coeficientes constantes
(3). O teorema 3 garante que a solucdo dessa equacdo é dada pela adigdo da solucdo da equacdo
homogénea associada com uma das suas solugdes particulares. Assim, atendendo a que ja foi

apresentado o sistema fundamental de solucGes para a equagdo homogénea, resta-nos encontrar um
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processo para determinar uma qualquer solugao particular. O método da variacdo das constantes

arbitrdrias, que se expdem em seguida, permite encontrar essa solucao.

Teorema 6 (Método das varia¢dao das constantes arbitrarias)
Se {x,(t), x,(t)} for um SFS da equagcdo homogénea associada a equagdo (3) e ¢,(t) e c,(t)
sdo fungoes cujas derivadas satisfazem o sistema de Lagrange

{ c'1(®)x1(t) + '2()x(t) =0
c'1(Ox1'@) + ¢',(Ox," () = b(t) (6)

entdo  x,(t) = ¢, (t)x,(t) + c,(t)x,(t) é solugdo particular da equagdo diferencial completa (3).

Demonstragao

Inicia-se a demonstracdo provando que as func¢des c¢;(t) e c,(t) existem, ou seja, que existem as
solucdes do sistema de Lagrange o que serd equivalente a garantir que existem c';(t) e c’,(t).
Utilizando um resultado da Algebra Linear, que afirma que um sistema linear de n equagdes a n
incégnitas é possivel e determinado se o seu determinante principal for diferente de zero, pode
garantir-se a existéncia e unicidade de c'{(t) ec’,(t). Ora, o sistema de Lagrange é linear e
constituido por duas equagdes e duas incégnitas (c'y(t) e ¢’,(t)) e o seu determinante principal é

x1(t)  x,(6)
x'1(0) x5 ()

solucdes x;(t) e x,(t) sdo linearmente independentes, donde o determinante anterior é diferente

dado por . Por hipétese {x;(t), x,(t)} é um SFS da equa¢do homogénea (4), logo as

de zero e consequentemente o sistema tem uma solugdao Unica. Estd assim provada a existéncia e
unicidade de ¢’ (t) e ¢, (t).

Resta demonstrar que x,(t) = c¢;(t)x1(t) + c2(£)x,(t) é solugdo de (3). Derivando x, e tendo em
consideracdo as condigdes do sistema (6) tem-se que:

x'p () = c1 (O)x'1 () + c'1(Ox () + 2 (E)x2(8) + c2()x' 2 (t) = ¢ (O)x"y () +c () x5 (8);

x"p(t) = "1 (O)x"1 () + ¢, (O)x" 1 () +c 2 (D)x', (1) + . (D)« () =

1 (Ox"1(6) + c2(Ox"'2(0) + b(D).

Substituindo estas fungbes no primeiro membro da equacdo (3) e simplificando, tem-se que:

e (®O)x"1(6) + c2(Ox"5(0) + b(6) + a1c1(Ox'1 (D) +a162(Ox'2 () + azc1(Ox1 (1) + azc2(D)x,(0)
=b(t) + ¢, (t) (x”l(t)+a1x'1+a2x(t)) +c; (t)(xnz(f) + a;x'5 (1) + azx; (t)) =
= b(0),

dado que x;(t) e x,(t) s3o solucdes de (4). Logo estd provado que xp(t) é solucdo particular da

equacdo diferencial completa (3). |
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1.2 Sistema massa-mola

Esta seccdo é dedicada a exposicdo dos movimentos exercidos pelo sistema massa-mola, que
correspondem a uma aplicacdo das equacdes diferenciais ordindrias lineares de ordem dois e com
coeficientes constantes, estudadas anteriormente. A sua redaccdo teve por referéncias [1], [2], [7], [9]
[10] e [22] e as figuras nela contidas foram retiradas das mesmas fontes.

Considere-se um sistema composto por mola flexivel, suspensa verticalmente num suporte
fixo, @ um corpo de massa m que é colocado na sua extremidade. Este corpo provoca um
alongamento na mola de acordo com a figura 1b). Defina-se que essa posi¢do corresponde a posi¢cdo

de equilibrio do sistema massa-mola.

(a) (b) (c)

Mola
nao
deformada

. x>0
Sistema em

equilibrio .
Sistema em

movimento

Figura 1 — Sistema massa-mola

O corpo quando oscila descreve um movimento na posicdo vertical, que se pretende estudar.
Defina-se por x(t) ou simplesmente x a posi¢cdo que o corpo apresenta em fun¢do do tempo t.
Assim, o corpo encontra-se na posi¢do de equilibrio quando x = 0. Sendo x > 0 para posi¢des do
corpo que se encontram abaixo da posicdo de equilibrio e para x < 0 as posi¢des do corpo que se
encontram acima da posicdo de equilibrio. Suponha-se, ainda, que a massa da mola é tdo pequena
relativamente a massa do corpo que se despreza.

Para encontrar uma relagdo que envolva x necessitamos de conhecer duas importantes leis da
Fisica, nomeadamente, a lei de Hooke e a segunda lei de Newton.

A lei de Hooke estabelece que a forga, F; que a mola aplica no corpo, levando-o a sua posi¢do

de equilibrio e designada por forca restauradora, é proporcional a fungdo que traduz a posicdo que o
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corpo apresenta, mas em sentido contrdrio. Desta forma, a lei de Hooke pode ser dada pela seguinte
relagdo F; = —kx, sendo k designada a constante da mola.

A segunda lei de Newton define que a resultante das forcas que actuam sobre o sistema é
igual a massa vezes a aceleracao, sendo a aceleracdao dada pela segunda derivada da funcdo posicao
em ordem ao tempo. Assim, pode-se escrever que F = mx”.

Conforme as forcas que sdo exercidas no sistema massa-mola ir-se-a obter movimentos
distintos. Seguidamente, apresenta-se cada um desses movimentos harmodnicos, a saber: simples,

amortecido e forgado.

1.2.1 Movimento harménico simples

O movimento harmdnico simples parte do pressuposto que ndo sao exercidas mais nenhuma
forca, para além da aplicada pela mola, e as caracteristicas da mola ndo se alteram ao longo do
tempo. Tendo em conta a lei de Hooke e a lei de Newton, obtém-se a EDO linear de segunda ordem
e de coeficientes constantes: mx” = —kx, ou seja, mx + kx = 0. Esta equagdo diferencial é
designada pela equagdo do movimento harmdnico simples e a sua solu¢do corresponde a fungdo que
traduz a posigdo que o corpo apresenta em fungdo do tempo.

Seguidamente serdo efectuados alguns procedimentos no sentido de determinar a solugdo da

referida equagdo diferencial.
- vk . 2k ~
Dividindo ambos os membros por m, tem-se x +;x = (0. Considere-se w* = ot entdo a
equacao anterior toma a forma:
x +w?x=0 (7)
As raizes da equacdo caracteristica associada a equacgdo (7) sdo +wi. Atendendo ao coroldrio 1 e ao
teorema 5, a equacdo (7) admite como solucdo geral x(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt), com ¢; e
¢, constantes arbitrdrias. Considerando A = ./c¢;? + ¢, ¢, = Asing e ¢, = Acos¢p, a solugdo

anterior pode ser escrita, sem perda de generalidade, na forma: x(t) = A cos(wt — ¢), com A e ¢

constantes arbitrarias.
~ . L. , T , 21 . [
Esta funcdo trigonométrica é periddica com periodo — logo o corpo realiza py ciclos por
segundo.

Um exemplo da representagdo grafica do movimento harmadnico simples para um determinado

valor A e w, sendo A > 0, encontra-se na figura 2.

10
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Figura 2 —Um exemplo da representa¢do grafica do movimento harmdnico
simples para uma situagdo em que 0 < x(0) < Aex'(0) > 0

1.2.2 Movimento harmdnico amortecido

No sistema massa-mola, exposto na sec¢do anterior, foi considerado que apenas é exercida a
forca aplicada pela mola. Esta situagdo é irreal, a ndo ser que o corpo esteja no vacuo perfeito.

Considere-se, agora, que sobre o sistema massa-mola é provocado um amortecimento. A forga
gue resulta desse amortecimento, designada por forca amortecedora, possui um sentido oposto ao
do movimento e é proporcional a velocidade do corpo, ou seja a primeira derivada de x . Desta
forma, existe uma constante 3, designada constante de amortecimento, tal que F = —fx’, com
B > 0. Nesta situagdo, a resultante das forgas que actuam no sistema massa-mola é —kx — Sx’.
Assim, pela segunda lei de Newton vem que a equa¢do do movimento harmdnico amortecido é dada

por: mx = —kx — Bx’, isto §é, mx” +[3x' + kx = 0. Dividindo por m e considerando, por
S o k - .
conveniéncia algébrica, 24 = %e w? = — @ equagdo anterior transforma-se em
x4+ 2x + w?x = 0. (8)

Atendendo ao teorema 5, a solucdo geral da equacdo diferencial (8) vai depender do tipo de

raizes que a equacao caracteristica que lhe é associada apresenta. Assim, pode ter-se:

1) A2—w?>0.
Neste caso, a constante do amortecimento, 3, é grande quando comparado com a constante
da mola, k, por isso o movimento é designado por super-amortecido. Além disso, as raizes da

equacdo caracteristica sdo dois nimeros reais distintos. Atendendo ao corolario 1, a solucdo geral da

11
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~ , —M+VAZ—w?)t —At—VAZ—w2 )t
equacdo (8) é da forma: x(t) =c¢; e( U+ cze( @ ) , com c; e c,constantes
arbitrarias.

Este tipo de movimento caracteriza-se por o corpo quase nado oscila e com o passar do tempo

(depois de um tempo suficientemente grande) tende a parar na sua posi¢do de equilibrio, dado que

~ “AVAZ—w? )t —(A VA% —w?)t (o
as expressbées ¢; e( ® ) e cye ( ® ) tendem para zero, quando t — +oo. Além disso,
x'(t) pode apresentar, no maximo, um zero, correspondente ao valor t de que verifique a condi¢3o

eZ*/?\Z—uﬂt _ a(VAZ—w24))
c1(VAZ—wZ-2)

Assim, uma possivel representagdo grafica do movimento harmdnico super-amortecido pode

ser ilustrada na figura 3.

Figura 3 —Trés exemplo do movimento harmdnico super-amortecido para o caso de x(0) > 0

2) A>—w?=0.

Neste caso, a equacdo caracteristica tem apenas uma raiz real —A de multiplicidade dois, de
acordo com o coroldrio 1, a solucdo geral de (8) é da forma: x(t) = ¢; e At 4 czte_“, ou seja,
x(t) = e M(c; + c,t), com ¢ e ¢, constantes arbitrarias.

O movimento descrito por esta fungao é designado por criticamente amortecido

Dado que ¢; + c,t tem no maximo um zero positivo e et = 0, para todo o t, pode inferir-se
que passa no maximo uma vez pela posi¢do de equilibrio. Por outro lado, x'(t) pode anular-se, no
maximo, uma Unica vez, pois x'(t) = e‘“[—/’l(cl + c,t) + ¢;] ndo tem mais do que um zero. A
representacao grafica do movimento harmdnico amortecido tem o mesmo aspeto do apresentado no

caso anterior.
3) 22-w?<0.

Nesta situagdo, a constante de amortecimentos, 3, é inferior a constante da mola, k, por isso o

movimento descrito é designado por sub-amortecido. Além disso, tem-se que as raizes da equacdo

caracteristica associada a equacio (8) sdo complexas conjugadas: -1 + Vw?2 — A2i. Pelo corolério 1, a

12
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solucdo geral da referida equacdo corresponde a:
x(t) = e™M (61 cosVw2 — A2t + ¢, sinVw? — A2 t), com ¢, e ¢, constantes arbitrarias.
Considerando A = \/c;2 + ¢,2, ¢, = Asing e ¢; = Acos@, a solugdo anterior pode ser escrita
por: x(t) = Ae ™ cos(Vw?2 — A2t — ¢), com A e ¢ constantes arbitrarias.
Ovalor Vw2 — A2 designa-se por quase frequéncia do movimento do sistema massa-mola.
Neste caso, a semelhanca do anterior, tem-se que o corpo tende para a posi¢ao de equilibrio a

medida que o tempo aumenta. No entanto, ao contrario dos casos anteriores, o corpo apresenta um

movimento oscilatério cujas oscilagdes decrescem exponencialmente. A posi¢do do corpo, x( t), vai

estar compreendida entre y; = Ae ™ e y, = —Ae ™, pois o valor de cos(\/a)2 —A2t— qb) varia

entre -1 e 1, conforme é ilustrado na figura 4.

Figura 4 — Um exemplo da representacao grafica do movimento
sub-amortecido para o caso de x(0) > 0e x'(0) > 0

1.2.3 Movimento harménico forgado

Analise-se, agora, a situacdo em que existe mais outra forga, designada por forca externa e
representada por b(t), a agir sobre o sistema massa-mola apresentado na seccdo anterior. Da
segunda lei de Newton, obtém-se a seguinte EDO linear de coeficientes constantes: mx'' = —kx —
Bx" + b(t), ou seja, mx" + fx" +kx = b(t). O movimento traduzido pela solugdo geral da
equacdo diferencial anterior chama-se movimento forgado.

Tendo por base o objetivo do presente estudo, ir-se-a dar especial importancia ao caso em
que a fun¢do b(t) é periddica. Assim, considere-se uma a forga externa b(t) = F, sin wyt, com

Fo>0ewy>0.

13
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A equagao anterior escrever-se
x" + 22x" + w?x = Ey sin(wyt), (9)

F, k
comEozi,Z/l:%ewz =

De acordo com o teorema 3, a equagdo (9) tem solugdo geral da forma x(t) = x;, (t) + xp (1),
pelo que o seu estudo envolve a determinacdo das solucées da equacdo homogénea associada e de
uma das suas solugdes particulares. Por outro lado, o estudo do movimento traduzido pela solugdo
geral da equacdo (9) assume comportamento diferente conforme a existéncia ou ndo de uma forga de
amortecimento. Assim, pode-se considerar duas situagbes: § > 0e f = 0.

Estude-se, em primeiro, o caso de f > 0, isto é, existe um certo amortecimento a atuar no
sistema massa-mola. O movimento resultante designa-se por for¢gado amortecido. A funcdo que
descreve esse movimento corresponde a solugdo geral da equacgdo diferencial (9).

Uma solugdo particular da equagéo diferencial (9) pode ser x,(t) = B sin (wot + &), para

Eo

_ —ZA(J)O
Vw2-we)2-422wy?’

VwZ-weD2-422w,?

w?-wy?

V(wZ-w2)Z2-412w,?

B

sin(§) = e cos(8) =

Desta forma, a solucdo geral da equacdo (9) é dada pela adicdo da solugdo particular,
anteriormente apresentada, com uma das expressdes obtidas na sec¢do anterior, de acordo com o
sinal de 12 — w?.

O movimento forcado amortecido resulta da sobreposicdo de um movimento periédico, com

, 2 ~ . . - ~
periodo w—” dada pela solugdo particular, com um movimento aperiédico dado pela solugdo da
0
equacdo homogénea associada a equacdo (9). Neste sentido, verifica-se que o movimento, com o
passar do tempo, é dado pela expressdo de x,(t), pois lim;_, ;. xp (t) = 0. A figura 5 apresenta-se

um exemplo da representacdo grafica do movimento forcado amortecido.

4 x

AL -
i |

Figura 5 - Um exemplo da representacdo grafica do movimento forcado com amortecimento

14
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Estude-se, agora, o caso de 8 = 0, ou seja, ndo existe uma forca de amortecimento, pelo que
este tipo de movimento é designado por forcado ndao amortecido.
A equacdo (9) toma a forma:

x" + w?x = Ey sin wyt. (10)

De acordo com o estudado em 1.2.1, a solucdo da equacdo homogénea associada a equacao
(10) ¢é
xp(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt), comc¢; e ¢, constantes arbitrarias
ou

xp(t) = Acos(wt — ¢), com A e ¢ constantes arbitrarias

Para encontrar uma solugdo particular da equagdo (10), considere-se dois casos: wg = w e

Wy F W.

1) Para wy = w, isto é, a frequéncia da forga externa é igual a frequéncia natural do oscilador.
Este fendmeno é designado por ressonancia.
A equacio (10) toma a seguinte forma: x" + w?x = E, sin(wt) . Uma solugdo particular da
equacdo diferencial anterior pode ser x,,(t) = — f—(‘;t cos (wt). Assim, a solucdo geral é
x(t) = Acos(wt — ¢p) — ZE—Zt cos (wt), com A e ¢ constantes arbitrarias
Desta modo, o0 movimento resultante é a sobreposicdo do movimento harmdnico simples com

um movimento oscilatério de amplitude crescente, ﬁt, que tende para infinito.

Figura 6 — Um exemplo da representacdo grafica do movimento apresentado
por uma solugdo particular, para o caso da ressonancia

15



Capitulo | - Projeto Educacional |

2) Para wy # w, isto é, a frequéncia da forga externa é diferente da frequéncia natural, pode-se
ter para solugdo particular da equacdo (10):
x,(t) = wzf—‘;ozsin((uot) ou x,(t) = wzf—‘;oz(sin(wot) — sin(wt)).
De facto, quer substituindo a primeira expressdao quer a segunda e a sua respetiva segunda
derivada na equacdo (10) obtém-se uma igualdade.
Verifique-se, por exemplo, a primeira expressdo. A sua primeira derivada corresponde a

Eqwo

. —Ey wo? .
= cos(wyt) e segunda derivada a #wzzsm(wot).

Substituindo na equacdo (10) e efectuando algum calculos, tem-se:
_EO

wo? E, , E , .
wTw‘;zsen(wot) + w? wT(;,OZSLn(th) = (—woz + a)z)wTZ)OZSlTl(a)Ot) = Ey sinwyt,

ou seja, que x,(t) = %sin(wot) é solucdo particular da equacao (10).
—Wo
Assim, para a solucdo geral pode se optar por qualquer uma das seguintes funcgdes:

x(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt) + wz—‘;zsm(a)ot), com ¢, e ¢, constantes arbitrarias
—Wo

ou
x(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt) t——3 (sm(a)ot) — sin(wt)), com ¢; e ¢, constantes arbitrdrias
ou
x(t) = Acos(wt — ¢) t—= sm(a)ot) com A e ¢ constantes arbitrarias.

Da anadlise da fungdo que modela o movimento, verifica-se que existe uma sobreposicdo de
dois movimentos. Um corresponde ao caso em que nao ha forca externa, que é um
movimento harmodnico simples periddico com frequéncias natural w. O outro é o movimento
dado pela solugdo particular com frequéncia wq. Para analisar o movimento dado pela solugdo
particular tem que se considerar trés situagdes distintas que depende do valor de w e de wy.

Assim, se:

. w , ~ . . ~ . ,
(i) — representar um nimero ndo racional, o movimento dado pela solucdo particular é
0

oscilatdrio, mas nao é periddico.
Na figura 7 exibe a representacdo grafica de um movimento com as caracteristicas

referidas.
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3)

| I

Figura 7 — Um exemplo da representagao grafica do movimento for¢ado ndo amortecido
n3o periddico, para o casode x(0) > 0ex'(0) <0

.. w , . . ~ . ~
(ii) - representar um ndmero racional, o movimento da solugdo particular da equacdo (10)
0

corresponde a um movimento periddico. Para averiguar a veracidade da afirmacao, parte-

se da solugdo particular da equagdo (10): x, (t) = % (sin(wyt) — sin(wt)).
—Wo

~ w , .
Dado que a fracgdo ——representa um nuimero racional, pode-se escrever na forma de uma
0

~ . , . . . , . . . w ~
fracgdo irredutivel. Assim, existem dois nimeros inteiros p e g, tais que §= o A funcao

0

. , 21 21 , ,
sin(wyt) tem periodo —, consequentemente w—q também representa o seu periodo. De
0 0

D 2mq __ 2mp

. 2np , , ,
modo analogo, -, ¢€o periodo de sin(wt). Logo, = corresponde ao periodo de
0

Ey . .
P (sin(wyt) — sin(wt)).

Se w for préximo de w, e verificando-se as condi¢des iniciais: x(0) = x'(0) = 0 obtém-se
um dos mais interessantes e importantes movimentos, designado por batimento.

Para estas condicGes iniciais, a solucdo geral da equac¢do (10), fica reduzida a solucdo

particular, ou seja, x(t) =

sz‘(’D > (sin(wpt) — sin(wt)). Esta fungdo pode ainda escreve-se
—Wo

na forma:

x(0) = s (sin | (452) f cos | (*5) ]}

Quando w for proximo de wy, a diferenga w - w, é pequena. Assim, a frequéncia do seno é
muito menor que a do coseno. A representacdo grafica do movimento resultante é do tipo do

indicado na figura 8.
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Figura 8 — Um exemplo da representagao grafica do movimento for¢ado ndo amortecido quando a
diferenca entre a frequéncia natural e a frequéncia externa é pequena

. 2E , - . , . .
Designe-se por A(t) = pw (2 > sin [(w"z w) t] a amplitude, que é variavel, do movimento
—Wo

descrito anteriormente. A fungao amplitude tem um grande periodo quando comparado com

o do coseno. Na figura 9 é ilustrado o periodo de A(t) .

Figura 9 — Periodo de A(t)
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1.3 Ponte de Tacoma Narrows

As fontes de referéncia desta sec¢dao foram [8] e [22]. As primeiras trés figuras foram retiradas
das mesmas fontes ou da internet e as restantes construidas no programa GeoGebra.

A ponte de Tacoma Narrows, situada no estado de Washington, foi comegada a construir em
novembro de 1938 e inaugurada em 1 de julho de 1940, sendo, na altura, uma das maiores pontes
suspensas do mundo. Apesar de na sua construgao estarem previstas a existéncia de oscila¢des, de
imediato a ponte comegou a exibir deslocamentos verticais, fora do normal, causados pelo vento,

conforme se ilustra na figura 10.

Figura 10 — Deslocamentos verticais na ponte de Tacoma Narrows

No dia sete de novembro de 1940, ventos que aumentaram de velocidade até aos 68Km/h,
fizeram com que os deslocamentos se tornassem mais violentos. Apds algum tempo a exibir
deslocamentos verticais, deu-se uma mudanga na vibracdao do tabuleiro central, tendo passado a

apresentar deslocamentos rotacionais. A figura 11 permite visualizar os referidos deslocamentos.

Figura 11 - Deslocamentos rotacionais na ponte de Tacoma Narrows
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Cerca de uma hora depois, esses deslocamentos rotacionais tornaram-se de tal forma
violentos que o tabuleiro central da ponte acabou por se romper e cair dentro de agua, deixando

apenas os cabos pendurados entre os pilares, conforme é ilustrado na figura seguinte.

Figura 12 — Queda da ponte de Tacoma Narrows

Na altura, foi vinculado que a queda da ponte de Tacoma se deveu a um efeito de ressonancia
causado pela existéncia de ventos com frequéncias concordando com frequéncia natural da vibragdo
da ponte. No entanto, investigacdes recentes, mencionadas nas principais fontes de referéncia desta
sec¢do, indicam que queda da ponte de Tacoma se deveu a causas mais complexa do que a
ressonancia.

Apresenta-se, em seguida, o modelo para o movimento de um cabo da ponte que é baseado
nos principios fisicos de uma mola e na segunda lei de Newton, pelo que é expresso por uma EDO
linear de ordem dois. Esta equacdo diferencial corresponde a uma simplificacdo da realidade, pois
ndo se tem em consideragdo todas as caracteristicas da ponte, e é similar as encontradas em recentes
investigacdes.

Considere-se um unico cabo vertical da ponte suspensa e suponha-se que ele funciona com
uma mola rigida, mas com caracteristicas diferentes para o caso de estar comprimido ou esticado.
Assim, tem-se uma constante, correspondente a constante da mola, que sera a quando o cabo estd
comprimido e b quando o cabo estd esticado, de forma que 0 < a < b.

Seja x(t) a posigdo vertical do cabo, num certo instante de tempo t, sendo x(t) = 0, a posi¢do
de equilibrio, correspondente ao comprimento natural do cabo. Assume-se que x(t) > 0 quando se
tem uma posigdo abaixo da de equilibrio, isto é, quando o cabo esta esticado, e x(t) < 0 quando se
tem uma posi¢do acima da de equilibrio, isto é, quando o cabo estd comprimido.

A medida que sdo provocadas oscila¢des, sobre a influéncia de uma forca aplicada, o cabo
exerce uma forca restauradora de bx, se x >0, e ax, se x <0. Assim, na auséncia de

amortecimento, o modelo para o movimento for¢ado é dado, de acordo com o paragrafo 1.2.3, por:
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mx” +F(x) = g(t), (11)

bx, x>0

com F(x):{ax x<0’

g(t) aforca aplicada e m a massa da secgdo da pista.

E de salientar que a equacdo diferencial (11) é linear em todo o intervalo em que x mantém o
sinal.
Analise-se, em seguida, algumas solugGes para este modelo através de um problema de valores
iniciais.
Suponha-seque m =1, b = 4,a =1, g(t) = sin(4t), que inicialmente o cabo se encontra
na posicdo de equilibrio e que x'(0) = a, com a > 0.

A equagdo diferencial (11) toma a forma de:

x" + F(x) = sin(4t), (12)

4x, x >0

com F(x)={x x <0

Defina-se por primeiro ciclo completo como sendo o menor intervalo de tempo [0,¢] que
decorre ente a posigdo inicial e a passagem pela mesma posicdo com x’(§) > 0; segundo ciclo
completo o menor intervalo de tempo [€,1] que ocorre entre o tempo ¢ e a passagem pela mesma
posi¢cdo com x’(n) > 0.

Seguidamente resolve-se o problema de valores iniciais supracitado para dois ciclos completos.
1) Primeiro ciclo completo.

Para encontrar as solu¢des da equacao diferencial (12) tem de se estudar, em separado, o caso
dex <0ex>0.

i) Paraasituacdo de x > 0, a equacgao diferencial (12) corresponde

x" + 4x = sin(4t). (13)
De acordo com o exposto na seccdo 1.1, a determinacdo das solugdes da equacdo diferencial (13)
passa por encontrar as solugdes da equacdo homogénea associada a essa equacdo e uma das suas

solucdes particulares. A equacdo caracteristica da equacdo homogénea associada a equagdo

diferencial (13) tem solugdes +2i. Logo, a solucdo da equacdo homogénea associada a referida
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equacdo é x;, = ¢;sin(2t) + c,cos(2t), com ¢, e ¢, constantes arbitrarias.
Na seccdo 1.2.3 foi apresentada uma férmula geral para solugdo particular do tipo da equacao

diferencial (13) como sendo x,(t) = %sin(mot). Neste sentido, a equac3o diferencial (13)
—Wo

tem para solugdo particular x,(t) = ﬁsin@t), ouseja, x,(t) = —%sin(Zt)cos(Zt).

Assim, a solucdo da equacdo geral diferencial (13) corresponde a

x(t) = ¢;sin(2t) + c,cos(2t) — %sin(Zt)cos(Zt), (14)

com c; e ¢, constantes arbitrarias.

Calculando a derivada de x(t) tem-se
x'(t) = 2c,c05(2t) — 2c,sin(2t) — i [— sin?(2t) + cos?(2t)], (15)
com c; e ¢, constantes arbitrarias.

Atendendo a condi¢do x(0) = 0, obtém-se que ¢, = 0. Sabendo que x’(0) = a ¢é possivel

determinar o valor da constante ¢y, substituindo t por O na equagdo (15). Desta forma, tem-se

c = %G + a), pelo que se obtém x(t) = %G + a) sin(2t) — %sin(Zt)cos (2t), ou seja,

x(t) = sin(2t) E (% + a) - %cos (21:)], (16)
para a >0.

Os zeros da funcdo em (16) correspondem aos zeros de sin(2t) pois ;G + a) - %Cos (2t) # 0,
quando a > 0. Na verdade se %G + a) — %cos(Zt) =0, entdo cos(2t) =3a+1>0 o que é
impossivel.

Assim, os zeros da funcdo representada em (16) sdo da format = k%,k € Z. O primeiro zero
positivo é %, o que significa que a funcdo representada por (16) fica definida no intervalo de

o]

Tendo em consideragdo o valor de c; e ¢;, substituindo t por % na equacao (15), obtém-se

(T 2
¥ (E)=-2-a
2 3

, . ™ \ . . i
Da fisica, sabe-se que o valor absoluto de x’(;) corresponde a velocidade no instante S eoseu
sinal indica o sentido do movimento. Logo, a extremidade do cabo passa pela primeira vez pelo
S . T . 2
ponto de equilibrio ao fim de > unidades de tempo com uma velocidade de 3 + a, para uma

posicdo abaixo da posicdo de equilibrio.
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ii) Para asituacdo de x < 0, a equacdo diferencial (12) corresponde
x"+ x = sin(4t) (17)

Recorrendo as mesmas fontes do caso exposto anteriormente e procedendo da mesma forma

ir-se-a encontrar a solucdo da equacdo (17). As solu¢des da equagdo caracteristica associada a

equacdo diferencial homogénea da equacao diferencial (17) sdo +i. Logo a solu¢do da equagdo

homogénea associada a equacgio diferencial (17) é x, = ¢;sin(t) + c,cos(t), com ¢; e
1 .

c constantes arbitrarias. Atendendo a que x,(t) = 1_—16$1n(4t) =— %sin(Zt)cos(Zt) é uma

solugdo particular da equagdo diferencial (17), esta tem solugdo geral

x(t) = ¢ysin(t) + cycos(t) — %sin(Zt)cos(Zt). (18)

com c; e ¢, constantes arbitrarias.

A derivada de x(t) corresponde

x'(t) = cycos(t) — cpsin(t) — % [— sin?(2t) + cos?(2t)], (19)
com ¢, e ¢, constantes arbitrarias.
Vs

e (m 2 I .
Neste caso, as condig¢Ges iniciais sdo x(z) =0ex (5) =—-;-a Da primeira condigdo

. 2 . - . .
obtém-se que ¢; = 0 e da segunda ¢, = 5 + a. Assim, a solugdo geral da equagdo diferencial

(17) toma a forma de x(t) = (E + a) cos(t) — %sin(Zt)cos(Zt), ou seja,

x(t) = cos(t) [(g + a) - %sin (t)cos (Zt)]. (20)

Os zeros da funcdo representada em (20) correspondem ao zeros do cos(t). De facto se
(E + a) — %sin(t) cos (2t) = 0, entdo sin (t) cos(2t) = %(g + a) que é um absurdo, pois

15

2 2 4 P .
" (E + a) >1. Logo, (E + a) — St n(t) cos (2t) = 0 é impossivel.

Assim, os zeros da funcdo em (20) sdo dados por t = an’ k € Z.

. . , T 3 ~ .. .
O primeiro zero apos 5 corresponde a Y pelo que a fungdo em (20) tem dominio no intervalo

[n 371]
2’211

Na figura 13 apresenta-se a ilustragdo grafica do primeiro ciclo completo.
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Figura 13 - Representagao grafica do primeiro ciclo completo para a =1

Substituindo 3;” na fungdo dada por (19) e tendo em atencgdo os valores de ¢; e ¢, obtém-se

que x' (37”) = % + a. O que significa que a extremidade do cabo passa novamente pelo ponto

N . 2 o - N
de equilibrio com uma velocidade de = + a, para uma posi¢do acima da posi¢do de equilibrio.

2) Estude-se agora o segundo ciclo completo que comega em 3?” unidades de tempo.

i)  Paraasituacdo de x > 0, a posi¢do da extremidade do cabo é dada pela equagdo (14) para as

3m

5 ) = % + a. Assim, por substituicdo de 377[ na equacao (14)

condigGes inicias: x (3?“) =0e x'(

e (15) obtém-se, respetivamente, ¢c; =0 e ¢; = —%(a +£) Desta forma, a equacdo (14) se
1(7 , 1 ., .
transforma em x(t) = — (E + a) sin(2t) — gsm(Zt)cos (2t), ou seja,
. 1(7 1
x(t) = sin(2t) [_E(E + cx) —-cos (2t)]. (21)

Os zeros da funcdo anterior correspondem aos da funcdo sin(2t), devido a

—%(% + a) - %co s(2t) ser diferente de zero. Assim, o primeiro zero da fungdo em (21) a seguir

a 3;” é 2m, o que significa que esta fica definida no intervalo de a %ﬂ a 2m.

Tendo em consideragdo a fungdo dada por (15) e os actuais valores de c; e ¢;, conclui-se que a
sua derivada no ponto 2m é —g— a. Assim, a extremidade do cabo passa pela posicdo de
equilibrio ao fim de 2m unidades de tempo com uma velocidade de §+ a, para uma posi¢cao

acima da posicdo de equilibrio.
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i) No caso de em que x < 0, a equacdo (18), para as condicdes iniciais x(2m) =0 e

x'(2m) = —g — a, toma a forma: x(t) = — (% + a) sin(t) — %sin(Zt)cos(Zt), isto &,

x(t) = sin(t) [— (% + a) - %cos (t)cos (Zt)]. (22)

Os zeros da funcdo anterior correspondem aos da funcdo sin(t), pelo facto de
- (%+ a) — %cos (t)cos (2t) ser diferente de zero. Desta forma, o primeiro zero da fungdo

defina por (22), maior que 2m, é 3, logo esta fungao fica definida no intervalo de 2w a 3.

Na figura 14 encontra-se a representagao grafica dos dois primeiros ciclos completos

T
Smi2 u

o
El
El
3]
[

2

Figura 14 - Representacdo grafica dos dois primeiros ciclo completo para a =1

A derivada da fung¢do em (22) no instante 3w unidades de tempo é %+a, ou seja, a

. - o . 4
extremidade do cabo passa pela posi¢do de equilibrio com uma velocidade de E+ a, para uma

posicdo acima da posicdo de equilibrio.

. . s . 2
Face ao exposto, conclui-se que a velocidade no inicio de cada ciclo aumenta em T oque faz

com que a amplitude das oscilagdes também aumente. Esta situacdo é ilustrada na figura 15. Nesta
figura encontram-se representadas graficamente as fung¢des dadas por (16), (20), (21) e (22), nos seus

respectivos dominios, e as coordenadas dos extremos.
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A=1(0.9, 0.69) C=1(56075)
L]

(3.3, -1.42)

Figura 15 — Representacdo grafica das fungbes em (16), (20), (21) e (22),
nos seus respectivos dominios, para < = 1.

Assim, conclui-se que o modelo apresentado traduz que foram oscilagdes que aumentaram
de amplitude, com o decorrer do tempo, a causa da queda da ponte de Tacoma Narrows. Note-se,
ainda, que ndo ocorre o fendmeno de ressonancia, dado que a frequéncia da forca externa é 4, sendo

diferente da frequéncia natural 2 ou 1.
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O ensino das equac¢bes quadraticas comeca no terceiro ciclo, mais propriamente no oitavo ano.
Nesse ano, o seu estudo restringe-se as situacdes que resultam da aplicacdo dos casos notaveis da
multiplicacdo. No novo ano sdao ampliados os conhecimentos a todas as equacdes do segundo grau,
completas e incompletas e os respectivos procedimentos para a sua resolucao.

Ao longo da minha carreira profissional tenho constatado que muitas das dificuldades que os
alunos apresentam na Matematica estdo relacionadas com a auséncia do verdadeiro significado do
conceito e com a utilidade que esses conceitos poderdo ter no dia-a-dia. Muitos alunos veem a
Matematica, nomeadamente a Algebra, como algo inatingivel e abstrato, que se limita a repetir
procedimentos rotineiros. No topico Equagbes do segundo grau, este paradigma é muito frequente.

Por outro lado, sabe-se que a resolu¢cdo de problemas favorece a aquisicdo de modos de
pensar que podem conduzir a uma melhor aprendizagem.

Tendo em vista estes pressupostos, desenvolveu-se um conjunto de atividades, aplicaveis ao
terceiro ciclo e ao ensino secundario, que pretendem realcar a importancia das equag¢des quadraticas
na modelacdo matematica e, consequentemente, na resolucdo de problemas. Estas tarefas sdao
constituidas por problemas reais que estabelecem aplicagdes das equac¢des quadraticas em campos
como a Geometria e NUmeros e Operagoes.

Desta forma, pretende-se evitar uma explora¢do algébrica como um conjunto de regras e
procedimentos a memorizar. No entanto, para que os alunos resolvem os problemas propostos, é
necessario terem presentes os conhecimentos e os procedimentos utilizados na determinagdo das

solucdes das referidas equacdes.

2.1. Planificagao das atividades

Nesta sec¢do sdo apresentadas as diversas atividades elaboradas para este projeto e definida
a forma como serdo desenvolvidas. Essas atividades tiveram como principais fontes de inspiracdo
[51,[6], [71, [12], [13], [15],[16], [17], [18], [19] e [20]. As tarefas destinam-se aos alunos do oitavo,
nono e décimo anos de escolaridade e tiveram em consideracdo os conhecimentos anteriormente

adquiridos.
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2.1.1 Oitavo ano

Para o oitavo ano foi planificada a tarefa intitulada “Sequéncia e equacdes do segundo grau”.

Esta tarefa, que consta do anexo 1, tem como principal objetivo resolver problemas de sequéncias

através de equacgbes do segundo grau.

Traduzir o problema através de uma expressao
Resolver equagdes do 22 grau através da lei do anulamento do produto

Criticar e interpretar as solu¢des da equag¢do do 22 grau no contexto de
um problema

Trabalho de grupo com trés ou quatro elementos

Ficha de trabalho
Papel e material de escrita

90 minutos

Inicia-se a aula com a apresentagao da tarefa e informam-se os alunos que devem resolvé-la de

forma auténoma.

Apds a resolucdo da tarefa, haverd um momento de discussao geral de forma a sintetizar as

conclusdes obtidas por cada grupo.

No final da aula os alunos respondem a um questiondrio.

2.1.2 Nono ano

Para o nono ano foram programadas duas tarefas denominadas por “Problemas com

equacdes do segundo grau” e “Caca as equacgdes”.

2.1.2.1 Tarefa — Problemas com equag¢6es do segundo grau

A tarefa que se encontra no anexo 4 tem por finalidade a resolucdo de problemas de
modelagdo de situagdes reais usando procedimentos algébricos de complexidade crescente. Além

disso, permite estabelecer a conexdo entre as equac¢des do segundo grau com a Geometria e os

Ndmeros e Operagdes.
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Interpretar o enunciado de um problema

Traduzir o problema por meio de uma equagdo do 22 grau
Encontrar o modelo matematico que traduz o problema

Resolver equagdes do 22 grau com uma incégnita (completas e
incompletas)

Criticar e interpretar as solu¢des da equagdo do 22 grau no contexto
de um problema

Objetivos
especificos

Organizagao da

Trabalho de grupo com trés ou quatro elementos.
turma

Ficha de trabalho

Material . .
Papel e material de escrita

Duragao 45 minutos

Inicia-se a aula com a apresentagao da tarefa e informam-se os alunos que devem resolvé-la de
forma auténoma.
No final da aula havera um momento de discussdo geral de forma a sintetizar as conclusGes

obtidas por cada grupo.

2.2.2.2 Tarefa — Caga as equagoes

Com o intuito de averiguar se os alunos compreenderam o que é uma equacao do segundo

grau foi elaborada a tarefa que consta do anexo 6.

Formular questdes de modo a ter um problema que envolva
equacdes do segundo grau
Traduzir o problema através de uma expressao.

Objetivos
especificos

Organizacdo da

Trabalho de pares
turma

Ficha de trabalho
Papel e material de escrita

\EIEE]

Duragao 45minutos

Inicia-se a aula com a apresentacdo da tarefa e informam-se os alunos que devem resolvé-la de
forma auténoma.

Ap0ds a resolucdo da tarefa, haverd um momento de discussdo geral de forma a sintetizar as
conclusdes obtidas por cada grupo.

No final da aula os alunos respondem a um questiondrio.
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2.1.3 Décimo ano

Para o décimo ano foram projetadas varias atividades que se podem dividir em dois grupos:

problema do canteiro e mundo de algumas cdnicas.

2.1.3.1 Tarefa — Problema do canteiro

A tarefa intitulada o “Problema do canteiro”, que consta do anexo 9, tem como principal
finalidade analisar uma situagdo da vida real identificando o modelo matemadtico que permite a sua
interpretagdo e resolugao. Esta tarefa, centrada no tema fungao quadratica, estabelece a conexao
entre a Geometria e a Algebra.

Prevendo-se algumas dificuldades na primeira questdo e, consequentemente, a nao realizacdo
das restantes alineas, por parte de alguns alunos que ndao tém demonstrado aptiddo pela disciplina,
foi elaborada uma tarefa complementar. Esta tarefa estd orientada para que, com o auxilio das

fungdes do programa GeoGebra, os alunos encontrem o modelo matematico aplicado ao problema.

Interpretar o enunciado de um problema

Determinar o modelo matematico que permite a sua interpretacao e
resolucdo

Resolver equagdes e inequag¢des do 22 grau com uma incégnita
Interpretar e criticar resultados no contexto do problema

Trabalho de pares

Ficha de trabalho
Computador com o programa GeoGebra
Papel e material de escrita

90 minutos

Inicia-se a aula com a distribuicdo da tarefa e informam-se os alunos que devem resolvé-la de
forma auténoma.

Ap0s a resolugdo da tarefa havera um momento de discussdo geral de forma a sintetizar as
conclusdes obtidas por cada par.

No final da aula os alunos respondem a um questiondrio.
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2.1.3.2 Mundo de algumas cénicas

Para abordar a definicdo de parabola e de elipse como lugar geométrico, uma vez que estes
temas sdo considerados facultativos no programa do décimo ano, elaborou-se uma apresentacdo em
PowerPoint e uma tarefa.

A tarefa serd dividida em duas partes. Na primeira, os alunos terdo de realizar um conjunto
de instrucdes no programa GeoGebra para obter uma parabola. Na segunda parte, pretende-se que
os alunos estabelecam uma relagdo entre o conjunto dos pontos obtidos e a reta e o ponto
inicialmente construidos. Desta forma, pretende-se que cheguem ao conceito de pardbola como

lugar geométrico. No anexo 12 encontra-se um exemplar desta tarefa.

Construir uma parabola
Definir pardbola como lugar geométrico

Trabalho de pares

Ficha de trabalho
Papel e material de escrita

20 minutos

No PowerPoint sdo apresentadas a definicao de pardbola e de elipse, as suas propriedades focais e
algumas das suas aplicagdes. No anexo 13 encontram-se os respetivos slides.

Inicia-se a aula com a apresentagao do primeiro slide e, em seguida, pede-se aos alunos para
resolverem a tarefa. Apos a resolucdo da tarefa, serdo apresentados os restantes diapositivos.

O Desenvolvimento destas atividades decorrera durante uma aula de 90 minutos.

2.2. Desenvolvimento das atividades

Neste paragrafo é apresentado o desenvolvimento em sala e aula das diversas atividades

anteriormente planificadas.
Todas as atividades planificadas foram desenvolvidas em turmas que ndo leciono, pelo que
tive de solicitar autorizacdo para as poder realizar, as respetivas professoras titulares das turmas.

Além disso, cada uma das professoras titulares da turma também estive presente na aula.
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2.2.1 Oitavo ano

A tarefa destinada a este ano de escolaridade, que consta no anexo 1, foi aplicada na turma C
do oitavo ano, que tem 25 alunos. A turma em causa é caraterizada como simpatica, possui alguns
alunos que tém apresentado um bom desempenho na disciplina de Matematica.

Durante o desenvolvimento da tarefa, as professoras limitaram as suas funcdes a verificar se
o trabalho desenvolvido pelos grupos ia no sentido da resolucdo correta das atividades propostas.

As poucas duvidas que surgiram até a alinea g) diziam respeito apenas a questes de
interpretacdo do enunciado. Na alinea g), e tendo por base o efetuado na alinea f), os alunos de
imediato chegaram a uma expressdo algébrica para o termo geral da sequéncia. Encontrar uma
segunda expressao constituiu alguma dificuldade para alguns grupos, sendo mesmo necessario dizer-
Ilhes “Que figura geométrica vos faz lembrar a imagem?”. Perante a nova informagao, os alunos mais
perspicazes relacionaram-na com um quadrado do qual lhe é retirado um elemento. Nos mesmos
grupos, para resolverem a alinea h), foi ainda sugerida a utilizagdo da expressdo algébrica
(n + 1)? — 1, anteriormente encontrada.

No final da aula houve um momento de discussdao geral, no qual participaram todos os
grupos, de forma a sintetizar as conclusdes e a esclarecer possiveis duvidas. Nesse momento,
concluiu-se que todos os grupos conseguiram realizar a tarefa com sucesso.

Na resolucdo desta tarefa, verificou-se que a maioria dos alunos ndo apresentou grandes
dificuldades, no entanto alguns ndo identificaram de imediato um padrdo numérico associado a
sequéncia, por isso necessitaram de construir uma figura para poderem responder as alineas d) e e).
Além disso, alguns grupos tiveram dificuldades em encontrar uma segunda expressao para o padrao.

No anexo 2 encontra-se um exemplo da resolucdo desta tarefa apresentada por um dos

grupos da turma que identificou com facilidade o padrao numérico.

2.2.2 Nono ano

As tarefas planificadas para o nono ano foram realizadas pela turma D. Esta turma é constituida

por 17 alunos e apresenta um fraco aproveitamento a disciplina de Matematica.

2.2.2.1 Tarefa — Problemas com equagdes do 22 Grau (Anexo 4)

O trabalho de aula comegou com a apresentacdo da tarefa aos alunos e a definicdo dos

grupos de trabalho. Seguidamente cada grupo de forma auténoma resolveu os problemas propostos.
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Nas questdes um e dois os alunos nao apresentaram grandes dificuldades. Quanto a questao
trés, a identificacdo do termo geral da sequéncia tornou-se o maior obstdculo a sua resolucdo. Ao
serem fornecidas pequenas indicacdes, do género “elabora um esquema.”, essa dificuldade foi-se
diluindo.

Quando todos os grupos acabaram a tarefa restava pouco tempo para o final da aula, pelo
que so se realizou a discussao para o problema trés, por ter sido o que apresentou maior dificuldade.
Verificou-se que todos os grupos conseguiram realizar a tarefa com sucesso, contudo alguns dos
alunos ainda nao tinham compreendido o padrdao numérico que da o numero de apertos de mao em
funcdo do nimero de pessoas.

No anexo 5 encontra-se um exemplo da resolu¢do desta tarefa apresentada por um dos

grupos da turma.

2.2.2.2 Tarefa — Caga as equagoes (Anexo 6)

Iniciou-se a aula informando os alunos que iriam resolver uma tarefa em trabalho de pares e
de forma autédnoma. Seguidamente, apresentou-se a tarefa.

Durante o seu desenvolvimento, as professoras limitaram as suas fung¢des a verificar se o
trabalho desenvolvido pelos pares ia no sentido da resolucdo correta. Durante esse tempo nao foi
prestada qualquer informacgdo, apenas se anotaram as dificuldades apresentadas pelos alunos, de
modo a gerir o momento da discussao geral. Nesta fase, ha a realcar o entusiasmo demonstrado
pelos alunos, principalmente pelos que ndo tém manifestado predisposi¢ao para a aprendizagem.

No momento de discussdo geral todos os alunos mostraram vontade de participar e de virem
colocar no quadro a sua resposta. A metodologia utilizada foi no sentido de escolher em primeiro
lugar os que ndo tinham a sua resposta totalmente correta, de modo a leva-los a perceber os seu
erros e a tentarem encontrar a resposta adequada. Assim, na questdo 2, verificou-se que alguns
alunos apresentaram a férmula da area do circulo como sendo a equacdo pedida. Desta forma,
constatou-se haver alunos que ainda ndo tinham interiorizado o conceito de equac¢do do segundo
grau. Outra dificuldade apresentada corresponde a enunciar a equacao que traduz o problema. Esta
situacdo foi notdria nas questdes 3 e 4, em que os alunos formularam corretamente a questdo, mas
nao foram capazes de apresentar a equagdo que permitia resolver o problema. Assim, constata-se
gue a definicdo da incdgnita e a traducdo da linguagem corrente para linguagem matematica ndo é
um processo acessivel a muitos dos alunos da turma.

No anexo 7 encontra-se um exemplo da resolucdo desta tarefa apresentada por um dos

pares.
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2.2.3. Décimo ano

As tarefas planificadas para este ano de escolaridade foram realizadas pela turma C do
décimo ano e decorreram no Laboratdrio de Matematica, sala equipada com computadores e quadro

interativo. A turma é constituida por 20 alunos, apresentando, na disciplina de Matemdtica, um

aproveitamento muito heterogéneo.

2.2.3.1 Tarefa — Problema do canteiro (Anexo 7)

Iniciou-se o trabalho sem apresentacdo prévia da tarefa. De imediato todos os pares se
mostraram empenhados e cuidadosos na sua explora¢do. Contudo, tal como inicialmente foi previsto,
alguns pares mostraram muitas dificuldades na primeira questdo, principalmente dois dos grupos.
Perante essas dificuldades foi-lhes dada a tarefa complementar a qual aderiram com muito
entusiasmo, uma vez que iam utilizar os computadores. Este grupo de alunos seguiu sem grandes
dificuldades as instru¢des dadas pela tarefa e conseguiu obter o modelo matematico para a situagao
problema dada. Na figura 16 apresenta-se a resolucdo obtida no programa de geometria dindmica

por um desses grupos.
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Figura 16 — Construcdo obtida por um dos grupos do 102 C
Apds encontrarem a fungdo que modela o problema, estes grupos foram resolver as restantes

guestdes da tarefa, no entanto, dadas as suas dificuldades a nivel de célculo, ndo conseguiram

apresentar as respostas totalmente corretas.
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Os restantes grupos que continuaram a resolver a tarefa por processos analiticos, apds
constatarem que na primeira questdao tinham de utilizar a semelhanca de tridngulos, resolveram-na
sem grandes dificuldades. Na questdo 2.1 o erro mais frequente foi o de cdlculo. Por sua vez, o erro
mais cometido na questdo 2.2 foi a ndo restricdo do conjunto solucdo da inequacdo ao dominio do
problema.

Quando os alunos que resolveram a tarefa apenas por processos analiticos verificaram que
alguns dos seus colegas estavam a resolver outra tarefa utilizando os computadores e com tanto
entusiasmo, solicitaram também a sua realiza¢do. Dada a insisténcia dos alunos e o facto de todos os
grupos ainda ndo terem terminado, optou-se por lhes ser facultado essa tarefa em detrimento do
momento de discussao geral.

No final, todos os grupos consideram que a tarefa que incluia a utilizagdo do computador era
mais motivante e lhes permitia visualizar o problema.

No anexo 11 encontra-se um exemplo da resolugdo desta tarefa apresentada por um dos

grupos da turma, que utilizou procedimentos analiticos.

2.2.3.2 Tarefa — O mundo de algumas cénicas

Nesta parte do trabalho serd descrita a implementagdo da tarefa “Construcao da parabola” e
a apresentacdao de um PowerPoint para a introducdo dos conceitos de parabola e de elipse, como
lugar geométrico.

Comecou-se a aula com a apresentacdo do primeiro diapositivo do PowerPoint. Neste slide
referiu-se que a parabola faz parte de um conjunto de curvas designadas por cénicas. Por sua vez,
esta designacdo provém da forma como essas curvas se obtém a partir de sec¢des planas de uma
superficie cdnica. Acrescentou-se que diferentes posi¢des do plano de corte em relacdo a geratriz e
ao eixo de rotacao da superficie conica ddo origem a curvas distintas.

Seguidamente, foi pedido para resolverem a tarefa - Construcdo da parabola, que consta do
anexo 12. Durante a primeira parte da sua resolucdo, as dificuldades que surgiram estavam
relacionadas com os comandos do programa e foram pontualmente esclarecidas pelas professoras.
Nesta fase, todos os grupos se mostraram muito empenhados e curiosos com as potencialidades do
programa.

Na figura 17 esta representada uma das parabolas obtida por um grupo da turma.

35



Capitulo Il - Projeto Educacional Il
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Figura 17 — Pardbola construida por dois alunos do 102 C

Quanto a segunda parte da tarefa, estabelecer uma relagdo entre os pontos da pardbola
obtida, com a reta e com o ponto inicialmente construido, foi mais dificil de concretizar. A uma
determinada altura foi necessario dar a turma a seguinte sugestao “Observem bem as distdncias.”.
Nesse instante, um aluno, referiu “Os pontos pertencem a mediatriz.”. A maioria dos restantes alunos
aproveitou a conclusdo do colega completando “O conjunto dos pontos da pardbola estd a mesma
distdncia dos pontos Fe D.”.

Perante a dificuldade em estabelecer uma relagdo que envolva a distancia dos pontos da
parabola a reta, ainda foi dada outra sugestao “Vejam se isso se verifica sé para o ponto D.”. Mesmo
assim, nenhum aluno conseguiu estabelecer tal relacdo. Note-se que a definicdo da distancia de um
ponto a uma reta ndo faz parte do programa do décimo ano, razdao pela qual os alunos ndo
conseguiram identifica-la.

Apds a introducdo sumaria desta definicdo, o aluno que interveio anteriormente em primeiro
lugar disse “O conjunto dos pontos que pertencem a pardbola estdo @ mesma distdncia do ponto F e
da reta d.”. Logo se aproveitou a resposta deste aluno para gerar na turma a discussdo sobre a sua
veracidade. No inicio alguns mostraram algumas hesitacGes, contudo, a medida que esse aluno dava
esclarecimentos sobre a sua conclusdo, os restantes iam ficando convictos de que a resposta do
colega era a resposta correta. Desta forma, foi possivel concluir que a parabola é o conjunto de
pontos do plano equidistantes de um ponto e de uma reta que ndo contém esse ponto.
Seguidamente, foi dado que: o ponto se designava por foco; a reta por diretriz e a reta que é
perpendicular a diretriz que contém o foco é chamada eixo de simetria da parabola.

Prosseguiu-se a apresentacdo com a introducdo da equagdo da parabola e a propriedade
refletora da pardbola. Terminou-se a parte da pardbola com a alusdo a alguns exemplos de aplicagdo.

Em seguida, foi introduzida uma nova cdnica, a elipse, como a resultante da secg¢do cdnica
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guando o plano de corte interseta todas as geratrizes. Nesta situacdao, também se pode considerar
que o plano de corte seja perpendicular ao eixo de rotacdo da superficie cénica, resultando um caso
particular da elipse, o circulo. Continuou-se a apresentacdo referindo que a elipse pode ser obtida
por pelo menos dois processos. O primeiro é designado pelo método do jardineiro e consiste em
prender os dois extremos de um fio, que ndo seja elastico, a dois pontos fixos, chamados de focos e,
mantendo o fio sempre esticado, e com a ajuda de um lapis desenha-se a elipse. O segundo consiste
no alongamento de uma circunferéncia. Assim, por exemplo, se considerarmos dois pontos fixos da
circunferéncia diametralmente opostos e esticarmos outro dois pontos, na mesma proporgao, a

figura resultante é uma elipse. Esta situagdao pode ser exemplificada na figura 18.

Figura 18 — Construcdo da elipse pelo processo de alongamento

Perante estes processos foi solicitado que caraterizassem a elipse com lugar geométrico.
Nesta fase, varios alunos mostraram vontade em participar, pois, segundo eles, tendo em
consideragdo o método do jardineiro, é facil concluir que a soma das distancias de um ponto da elipse
aos focos é sempre constante. Seguidamente, os alunos foram interrogados sobre possiveis valores
para essa constante. Apds alguma reflexao e discussao, chegou-se a conclusdo de que teria de ser
maior que a distancia entre os focos.

Prosseguiu-se a apresentagdo do PowerPoint com a equagdo da elipse centrada na origem e a
alusdo a sua propriedade refletora. Na parte destinada as aplicagdes da elipse foram apresentados
exemplos na arquitetura, no designer e de uma mesa de bilhar elitica, onde uma bola que passa por
um dos focos passara necessariamente pelo outro foco e andara assim sucessivamente de foco em
foco, aproximando-se a sua trajetéria do eixo maior. Por fim, referiu-se que o matematico Johannes
Kepler, no inicio do século XVII, verificou que os planetas no seu movimento de translacdo em torno
do sol, descrevem trajetdrias eliticas nas quais o sol ocupa um dos focos.

Apds esta introducdo tedrica e como consolidacdo da mesma, foi solicitada aos alunos a
realizacdo de um trabalho livre, que poderia ter diferentes formatos, mas teria de incluir parabolas e

elipses. Este trabalho teria um carater facultativo, uma vez que nao iria contar para a avaliacdo.
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A esta solicitacdo responderam dois alunos da turma que apresentaram o trabalho que consta

da figura 19.

Figura 19 —Trabalho apresentado no ambito do mundo de algumas cénicas

Na figura encontra-se pardbolas nos repuxes do lago, na forma da porta, no passeio de acesso
a casa e no telhado da casa. Por sua vez, tem-se elipse na base da casa, na forma das copas das

arvores, no acento dos bancos de jardim, na base do lago e no al¢ado lateral dos carros.
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Reflexdes pessoais

As dificuldades que os alunos apresentam na resolucdo de equacdes quadraticas prendem-se,
muitas vezes, com o facto de estas serem vistas como algo abstrato em que se repetem determinados
procedimentos rotineiros.

Foi objetivo deste trabalho apresentar uma abordagem, em diferentes niveis de ensino, com
problemas que envolvem equag¢des do segundo grau, que contribuisse para a erradicagao de tal
pressuposto.

Verificou-se que no oitavo ano os alunos resolveram a tarefa proposta sem grandes
dificuldades. Todos os alunos consideraram que a tarefa elaborada motiva para a aprendizagem das
equacgdes quadraticas e contribui para tomar consciéncia das suas aplica¢des.

No nono ano, os alunos ficaram surpreendidos com a sua aplicagdo em areas que lhes sdo
familiares como o lancamento de projéteis e o nimero de apertos de mao entre um determinado
grupo de pessoas. A maioria dos alunos referiu que é importante saber resolver equagées quadraticas
e reconhece que as tarefas realizadas contribuiram para essa opinido. A tarefa de que mais gostaram
foi a caga as equacgles. Esta tarefa foi encarada, por alguns alunos, como um jogo, ou seja, com
carater ludico.

Os alunos do décimo ano consideraram que o trabalho com o programa de geometria dinamica
foi mais motivador e a informacdo obtida sobre a parabola e a elipse e as suas aplicagdes foi muito
enriquecedora.

Como balango final, considera-se que os objetivos inicialmente propostos foram amplamente
atingidos. Com este trabalho, a maioria dos alunos reconheceu a importancia das equagdes
guadraticas, de acordo com as respostas dadas no questionario, quer na resolucdo de problemas
guer para modelar situacdes reais.

Do ponto de vista pessoal foram aprofundados e adquiridos importantes conhecimentos cientificos
em relacdo as equacdes diferenciais de coeficientes constantes e de ordem dois e a algumas das suas
aplicagGes. No que respeita a parte pedagdgica, considero que o facto de ndo ter trabalhado com os
meus alunos podera ter influenciado a motivacdo e a sua participagdo nas tarefas, principalmente na
tarefa do décimo ano referente ao mundo de algumas cénicas. Por outro lado, este trabalho permitiu-

me estabelecer uma relacdo mais afetuosa com outros alunos da escola.
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Anexo 1 - Tarefa: Sequéncias e equagoes do 22 grau

Tarefa — Sequéncias e equagdes do 22 grau

4 Escolac| 35 3
Secundaria Sequéncias e Regularidades e Equacdes quadraticas

b5

liveira

dO . H . 0
L 80N HOSpItal Ano de Escolaridade: 8.° ano

Na Figura, estdo representados os quatro primeiros termos de uma sequéncia de conjuntos de

azulejos quadrados que segue a lei de formagdo sugerida na figura.

Os azulejos sdo todos iguais, sendo uns brancos e outros cinzentos.

b)
c)
d)

e)

f)

g)

h)

1.° termo 2.° termo 3.° termo 4.° termo

Qual a préxima figura desta sequéncia? E a seguinte? Desenha-as.

Quantos azulejos ha nos primeiros cinco termos da sequéncia?

Quantos azulejos brancos e cinzentos sdo necessarios para construir o 82 termo?

Serd possivel representar uma figura com 10 azulejos brancos e 100 azulejos cinzentos?
Porqué?

Numa figura foram utilizados 12 azulejos brancos, quantos azulejos cinzentos tinha essa
figura?

Indique uma expressao algébrica que permite determinar:

1. Onumero de azulejos brancos existentes na figura de ordem n.

2. O numero de azulejos cinzentos existentes na figura de ordem n.

Escreva duas expressGes algébricas diferentes que corresponda ao termo geral da sequéncia
do numero total de azulejos. Justifique algebricamente que essas expressées sdao
equivalentes.

Em que posicdo se encontra a figura constituida por:

1. 224 azulejos;

2. 1088 azulejos.

Bom trabalho!!!
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Anexo 2 - Resolugao da tarefa: Sequéncias e equag¢des do 22 grau
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Anexo 3 - Questionario relativo a tarefa: Sequéncias e equagoes do 22 grau

1) Atarefa realizada motiva a aprendizagem para as equagdes do segundo grau?
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2) Esta tarefa contribuiu para uma melhor aprendizagem das equagdes do 22 grau?
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3) Consideras importante saber resolver equacdes do 29 grau?

S‘-“’"‘, \ercpn n&l‘) %nm\lh\ “Mon 4.1\‘50'&1\&1« ')CRLQ'&A um A;.\Lm_nkh -’)C-\WC;“L’

£ .
HY 3o, Arrvoncl

N® 55

A-4



Anexos

Anexo 4 - Tarefa: Problemas com a equagao do 22 grau

p. Sgs&fl?rlla Yaria Tarefa — Problemas com equagoes do
Oliveira .
.\ Hospital 22 grau

1. O Jodo tem um terreno retangular no qual construiu uma piscina na
forma de um semicirculo, de acordo com a figura. A area da parte I
relvada, representada a sombreada, é 43 cm?. Quais sdo as ‘
dimensdes do terreno do Joao. v
(Use 3,14 como valor aproximado para m) ! n

2. O primeiro homem-bala, disparado por um canhdo que atravessou
uma arena e caiu em uma rede, foi um dos irmdos Zacchini, de uma famosa familia italiana de
artistas de circo, em 1922.
Para criar mais suspense, aumentaram gradativamente a altura e a distancia do voo até que, por
volta de 1940, Emanuel Zacchini foi lancado por cima de trés rodas-gigantes, percorrendo
horizontalmente 69 metros.
A trajetdria do homem-bala, no caso de se desprezar a resisténcia do ar, pode ser descrita pela

equagdo: Y= —% X2 +V, X, sendo ¢ aforca da gravidade e \/,a velocidade inicial.

No parque de diversGes da Magiaquadratica aparece um stand onde é possivel experimentar a
sensacdo do homem-bala. O Francisco, que gosta de A

aventuras, disponibilizou-se para participar. Considere que Y
Unica forga a atuar sobre ele é a for¢a da gravidade com valor

de 10 m/s” e que a velocidade no momento do lancamento é

de 10 m/s.

A figura ao lado mostra a trajetéria descrita pelo Francisco, em

qgue a origem (0,0) do plano cartesiano (x, y) encontra-se no

ponto de partida.

2.1 Defina a equac¢do do movimento do exercido pelo J

Francisco.
2.2 Determine a distancia que o Francisco atinge /
horizontalmente a partir do ponto de lancamento.

3. Na Escola da Inés, todas os alunos se cumprimentam uma sé vez com um
aperto de mao.
3.1. Completa a tabela seguinte:

N2 de pessoas 2 3 4 n
N2 de apertos de mao 1 3 10

3.2. Qual é o numero total de pessoas que cumprimentaram a Inés, sabendo que efetuou 190
apertos de mao?
Bom trabalho!!!
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Anexo 5 — Resolug¢ao da tarefa: Problemas com a equacgao do 22 grau
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Anexo 6 — Tarefa: Caga as equacgoes

v Escola,, .
Secynda_rla
@lIVEIra Ano de Escolaridade: 9.° ano

/A Hospital

Tarefa — Caga as equagoes

Analise cada uma das varias situacoes apresentadas e formule uma questdo de modo a transforma-
las num problema cuja resolugao envolva equag¢des do segundo grau.
Quando descobrir escreva na sua folha de papel
EUREKA!
Apresente a questdo e a equagao do segundo grau que lhe esta associada.

|
,a B
1. Um bambu partiu-se, a uma altura do chdo de 2,275 m, e a parte de cima, ao cair, %%; "\
tocou o chdo, a uma distancia de 1,5 m da base do bambu. ;,1:. gil \
|
[¥]3%
5!
2. Considere a figura abaixo constituida por quatro circulos geometricamente iguais em !51%"
gue os vértices do quadrado ABCD sdo os centros dos quatro circulos apresentados. lﬁ ﬁrl'“"m
R
L %lg W x
3. Noés macacos, brincamos
Divididos em dois bandos.
O quadrado da oitava parte
Estad entre os ramos.
Uma duzia vai aos gritos
Tdo contentes que nos pomos
—_——==
=
4. O numero da porta da casa da Inés:
- é constituido por trés algarismos cujo produto é setenta; Ls
- 0 algarismo das centenas excede em 2 o algarismo das unidades; ———
- 0 algarismo das dezenas corresponde ao primeiro nimero primo. i.,—:., ‘A

5. Um parque de campismo foi construido no meio de um pinhal. Todos
A { Zona de seguranca } |
os campistas que chegam ao parque recebem um esquema como o da : : ‘

figura, onde lhes é indicada a zona onde podem acampar e a zona de Zona decampisne
seguranca contra incéndios (uma tira, sempre com a mesma largura, a

volta da zona de campismo) que devem deixar desocupada. Além disso, | l 50 m

P W TR N 1T S 0 D

(e

e YW Ty =y

a zona de campismo tem a mesma area da zona de seguranga. ‘

A-8
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Anexo 7 - Resolugao da tarefa: Caga as equagoes
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Anexo 8 — Questionario relativo as tarefas do nono ano

1) As tarefas realizadas motivam para aprendizagem das equacdes do segundo grau?
(a"i"\ . ‘0@\\;{ \b\(\\s DINOS AN & \\s,\clk (‘><-' do ‘apr\\u \‘\(\Q gi (QANY
O Y\
V\QC‘K Q_(}‘J‘_‘,Q\f’_(_ o }f)f@&&l( nGN,

2) As tarefas realizadas contribuiram para uma melhor aprendizagem das equacdes do 22 grau?

Y

20 0 ) 7?0\:) y;;g‘yr* \-e V€€ exe “\\?&0, e C&\Aqrc&c‘“& ce
QR

Tocoks o Sses:zuncb REOIS. @ endended. O [\ Q
e R‘\m\o%.

3) Astarefas permitiram aprofundar os teus conhecimentos sobre as equacbes do 22 grau?

ST
> ;—lt;\‘\ ) \xyi'j;",\‘x@v (;\ S U \_(:‘ ¢ O \ (‘_‘_1\‘3(\)\\".(5 ﬁ Qs C :(\\::_\l (-J;_\Q‘\IL:‘J 5 (JQ

LS (-GVC 148 Coyn rggb\.r)\ S \s'\‘,\\'sr\\:cb\flx )

4) Qual das tarefas gostaste mais? Porqué?

A Cal SN B8 = . b
SO Q\*ﬂ.\(\@?q OQQ\S;Q O\ SN0 W (\(r_,(;\ .

5) Consideras importante saber resolver equagGes do 2° grau?

<
DRevs, ool &(oc'gz\;\@ o woxduseSd de eston \»m%mi;.

(z:;;\e NG (a*_\n
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Anexo 9 — Tarefa: Problema do canteiro

Tarefa — Problema do canteiro
;( Secundarla Ano de Escolaridade: 10.° ano

ol iveira

\. Hospital
Num terreno na forma de um triangulo isdsceles, o Jodo pretende construir um canteiro com
uma zona rectangular, destinada a planta¢do de flores, e uma zona relvada. Atendendo a que a sua
esposa gosta muito de flores, decidiu que a parte relvada devera ter a menor area possivel.
Comecou por elaborar o projeto, que se apresenta na figura abaixo e no qual a zona a relvar
estd representada a sombreado, de forma a permitir encontrar as dimensdes pretendidas.
No triangulo isésceles (AC = BC), a base [AB] e a altura relativa a esta base medem ambas
6 metros. O lado [DC] do rectdngulo estd contido em [AB] e os vértices E e F pertencem,

respetivamente, a [AC] e a [BC].

C

A B
a G
f——16 —

1. Determine em func¢do de a a expressao que traduz a drea da zona relvada.

2. Com a funcdo obtida anteriormente, determine, por processos analiticos:
2.1. ovalorde a parao qual a drea da zona relvada é minima e calcule essa area.

2.2. osvalores de a para os quais a drea da zona relvada é superior a 10m”.
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Tarefa — Modelag¢ao do problema do canteiro

Secundana
|Ve|ra Ano de Escolaridade: 10.° ano

)\ Hospital

1. 0O Jodo ndo tem conhecimentos matematicos que |lhe permita resolver o problema, no entanto
foi aconselhado por um amigo a utilizar um programa de Geometria Dindmica Geogeba®. Nesse
programa necessita de construir a figura dada de forma a poder fazer uma recolha dos dados,
qgue lhe permita obter pontos do grafico da referida fung¢do. Na presenca desses pontos, o
proprio programa permite obter a regressdo que melhor se ajusta a esses pontos.
Esse amigo disse-lhe, ainda, que iria obter a fungdo que da a drea da zona relvada em fungao de
o se seguir as indicagdes dadas abaixo.
Constate a veracidade da afirmacdo.

IndicagGes:

1.

2.

Abra o programa que representado pelo simbolo IO'

Seguidamente clique no botdo direito do rato e escolha a opc¢do Folha Grafica e defina para xmin:

-4, xmax: 17, ymin:-1 e ymax: 20.

Marque os pontos A(-3,0), B(3,0) e C(0,6), Entrada:(-3.0) introduzindo
respetivas coordenadas, de acordo com a figura
seguido de enter.

Selecione na ferramenta Poligono e com a seta escolha os trés pontos
anteriores de modo a construir o tridngulo [ABC].

£ GeoGebra e - E—

Ficheiro Editar Exibwr Disposices Opghes Feramentas Janeta Aluda

N

#ORES. |Foina Granica

na Entrada as

:
€2 GeoBebra - T ]

Ficheiro Editar Exibir Disposicies Opclies Ferramentas Janela A

B3 e = o] [P

@5:J [Folha Grafica
I>s poiigana

Objetos livres

Objetos Depen Py
1> Poligono Regular

.
'\ Paligenc Rigido

f)- Paligeno Semideformavel

8 1= (o) 5] 4 N 2 ) - i
VAN : gy 5, Defina um seletor, procedendo de acordo com

812 Seletor

¥ Caia para MostraEsconder Odjetos a flgu ra ao Iado

(O] Insenr Botdo

=1 Insenr Caeea de Taxto a/ply|olelc|n|e|k|nr
WiEfpo|T|oe|d|x|w w
Seletor rajfe=(n|ije 0w e
Ll=|=|z|[~|a|v]|l|L|e—
@ Nimero Nome slclz|=[=||i|n]e
Atribua-lhe o nome a e faga-o variar entre 0 e 3, como é Wi &
3 ) 3 - © Inteiro [] Aleatdrio
indicado na ilustragdo ao lado.
N Min: |0 Max: |3 Incremento: | 0.1
Construa, agora um segmento de reta, pertencente a reta
: = AB, com extremidade em
¥ Segmento (Ponto, Comprimento) L
. T
Comprimento A e de comprimento a.
a @

A-12

Para tal, na ferramenta Reta escolha a opc¢do indicada na figura,
com a seta selecione primeiro o ponto e clique, seguidamente
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coloque o comprimento «.

8. Faca passar pelo ponto encontrado no passo anterior uma reta perpendicular ao eixo ox,
escolhendo recta perpendicular na quarta ferramenta apresentada a partir da esquerda.
Selecione seguidamente o eixo e depois desloque a recta até ao ponto pretendido.

9.

Na segunda ferramenta escolha Intersecdo de Dois Objetos para
encontrar o ponto de intersecdo entre a reta anteriormente obtida com o
segmento de reta [AC].

10.Efetue os mesmo procedimentos até encontrar os restantes pontos do

retdngulo [DEFG] apresentado na figura.

f 3 2 A

we

o i H

11. Construa o retadngulo [DEFG], procedendo da mesma forma que a utilizada para a construgdo do

triangulo (passo 4).

12.Esconda as retas auxiliares utilizadas, desativando a sua equac¢do na Folha Algébrica.

13.0s pontos obtidos podem mover-se a medida que se faz deslocar o seletor com a

14.Na entrada escreva conforme o indicado na a figura

15.Seleccione o ponto obtido com o botdo do lado direito do rato e

16.

que tal acontece.

1.1 Explique a que corresponde este procedimento.

Entrada: (g, 18-ArealD,E,F,G 1)

, verifique

edade: dos Objetos

i

escolha na janela a opgdo propriedades. No menu Propriedades s
escolha o submenu Bdsico e clique na opc¢do Exibir Rétulo com
nome e trago, de acordo com o indicado na figura. Escolha

também o submenu Exibir traco.

Apagar

L

Basico | Cor Estio | Algeora | Avngado | Programagao

H

Definig3o: (0. 18 - ArealD. £, F, 6]

Subtulo
¥ Mostrar Odjetos
V) Selegio permasda

¥ Exnvir Rétuio: |Nome, -
e

Fixar Objeto

Objeto Ausiliar

Aplicas configuragia padrdo

Fechar

Assim, estdo reunidas as condi¢des que permitem a recolha de dados, ja que, quando se move o

seletor, as coordenadas de H fornecem os dados pretendidos.

Para a recolha das coordenadas do ponto H proceda da seguinte forma:

1.2 mova-se o seletor para o inicio.

2.2 no menu Exibir, escolhe-se a opg¢ao Folha de Cdlculo.

3.2 selecione o ponto H e clique no botdo direito do rato. Na janela que
surge, escolha a op¢do gravar para a folha de calculo. Em seguida
mova, lentamente, o ponto do seletor até ao valor 3.

17. Para obter a regressdo tem de seguir os seguintes passos:

1.2 seleccione todas as células preenchidas da folha de célculo e, com o

Lista
Lista de pontes
Matriz

Tabela

Tabela de Ope

A2B26

[} Copiar
Colar
46 Cortar
(7. Apagar Objeto

Criar ’
Gravar para 2 Folha de CAlculo
E5 Importar Ficheiro de Dados

Opgies da Folha de Calculo.

Propriedades dos Objetos.
M

botdo direito do rato, escolha, na janela que surge, a opcao Criar lista de pontos, conforme é

indicado na figura.

Na folha algébrica verifique se surgir um conjunto de pontos designados por listal.

2.2 identifique o grau do polinédmio que se adapta aos pontos obtidos.

1.2 Qual considera ser o grau do polindmio que se ajusta a nuvem de pontos?

3.2 escreva na Entrada: Regressdaopolinomial[listal,n], sendo n o nimero correspondente ao

grau do polindmio que considera que se ajusta aos pontos.
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4.2 clique no botdo direito do rato. Na janela que surge, escolha Propriedades e nesta a opcao
Exibir Nome e valor. Desta forma, obtém a expressdo algébrica da funcdo que se adapta a
curva.

1.3 Indique a expressao do polindmio.

18. Guarde o ficheiro com o seu nome.

A-14
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Anexo 10 - Resolugao da tarefa: Problema do canteiro

1. Determine em fungio de a a expressio que traduz a drea da zona relvada.

AM‘P,’!E W)ALU(: 6x6 SN BA =18
2 2 =
2 o 6(3-oc) = 2.9 \8 -60¢ = Haus)

’E 6 -2
6{3_ x - (D6 —dxX = J n= 6K

2. Com a funcgdo obtida anteriormente, determine, por processos analiticos:

o valor de a para o qual a 4rea da zona relvada é minima e calcule essa area.
“« ea.ﬂndvoél f;g\*zf vieads Lora wng , 4%0
woike Ao P aq laoa@‘ ;

b 5 2
@ AR —=

Como a >0

[}

Loc- 2 +18 3 (o 120€) + @ = HOE-%0) 18 M = a
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L\(o(%)*\t“t e

a
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Wh (K 3) e
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do  stv  genhee (fols

,Muo«‘-ﬂ\ e QR

os valores de a para os quais a area da zona relvada é superior a 10m”.

2.2,
Lo s +18 D0 w 2enton:
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Anexo 11 -Questionario relativo a tarefa: Problema do canteiro

1) Atarefarealizada motiva a aprendizagem para as equacdes do segundo grau?
N |
5‘“\ pois £ uma A\@(AcuL (\ma ™micq s .o\a' mule « c.\w)(zgl cCc:
)
A
Citumos .

2) Esta tarefa contribuiu para uma melhor aprendizagem das equagées do 22 grau?
> e o R
Sim , .zw("(\mm possy o~ Mtdas  (Muum i Seex MGy ApaCeninos de

3) Considera importante saber resolver equa do 29 grau? Porqué?

L ‘ - L
D) a’CC MG Mmes el do=— neanetme e
Tn”l pana Y g °9g

4) Considera que o uso do programa de Geometria Dinamica contribuiu para motivar a resolucdo deste
problema?

" N % N e .
Steo ) s-m?Q"S,\'f“‘ a l*’bu&tg/&(\ c_\o prease

1) Atarefa realizada motiva a aprendizagem para as equacdes do segundo grau?

Q- \ V\'\l"’ que Py r—e ,‘;&—(\,\W J\fr\;&-\.{@\

2) Esta tarefa contribuiu para uma melhor aprendizagem das equagdes do 22 grau?
-
Oi— conayt ,\aevzr-;\\'-q-nsg o\h?&v\,f_{ de NN

processes  aedde  cquagha 2% gerencs.

3) Considera importante saber resolver equacdes do 22 grau? Porqué?

C): — \ g° (2—6{“& Qe c\f}‘ﬁ\ak’% ({\I‘QV( oL s (Dn.%g
M\&‘—;k_"% ' Qvew.  oust oo iAo qweﬁfml&.
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a)

b)

/) Hospital

Anexo 12 - Tarefa: Construgao da parabola

: Tarefa — Construgao da pardbola

y Escola, , .
Sec_unda_rla
@llVElra Ano de Escolaridade: 10.° ano

Construa uma parabola no programa de geometria dindmica GeoGebra.
Para iniciar a atividade proposta, siga os “passos” a seguir:

1.

10.

11.

12,

13.

Abra o programa GeoGebra . Entre no menu exibir e desmarque a op¢do eixo para ocultar o
plano cartesiano.

Construa uma reta horizontal utilizando a ferramenta e clique em reta definida
por dois pontos;

Oculte os pontos A e B que apareceram sobre a reta. Clique sobre o ponto A, com o botdo
direito do rato e desmarque a opgao exibir objeto. Repetir o procedimento para o ponto B;

Clique sobre a reta com o botao direito do rato, em seguida, ir para a opgao Renomear,
digitalize a letra d e clique em Aplicar;

Marque um ponto D sobre a reta d, utilizando a ferramenta Novo ponto il

Marque um ponto F fora da reta;

Construa um segmento de reta [DF], utilizando na ferramenta reta a opcdo Segmento (dois
pontos), em seguida, clique sobre os pontos D e F;

Construa a mediatriz m do segmento [DF], utilizando a ferramenta, selecione a
op¢do mediatriz, e clicar sobre o segmento DF;

Construa a perpendicular s a reta d, passando pelo ponto D. Use a ferramenta .
- U
selecione a opgdo reta perpendicular, clicar sobre a reta d e sobre o ponto D.

Marque o ponto P de interseccdo de m com s, utilizando a ferramenta. “ Selecione a
opcao intersecgao de dois objetos, em seguida clique sobre as retas s ~ em

Selecione a mediatriz m, clicando sobre ela com o botdo direito do rato, escolha a opgdo
Ativar rastro.

Selecione o ponto D e arraste-o sobre a diretriz d e observe o que obtém.

Grave o ficheiro no ambiente de trabalho com o seu nome

Estabeleca uma relagdo entre o conjunto de pontos que pertence a parabola com a reta e com o

ponto inicialmente representado.
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Anexo 13 — O mundo de algumas cdnicas

PARABOLA

PARABOLA A
/ —B Parabola

PARABOLA EQUACAO DA PARABOLA

A parébola pode definir-se como o conjunto dos pontos do plano equidistantes de um ponto fixo
ede uma recta, que ndo contém o ponto. Equacao Reduzida da Pardbola com vértice em (a. 3):
Ao ponto fixo chama-se foco. A recta chama-se directriz.

(y—87*=2p(z—a) (@=8=2@y-a)
A recta que é perpendicular a directriz e contém o vértice e o foco é o eixo de simetria da parabola.

¥ ¥ ¥

| P 20
F 4
F |
P,
P > 15
¥
¥ Y

E

i o
x

11.5 23.5 3355 4

-4 -2 2 4 6 8

eixo

-~

Ne -

/
arco de pardbola ") porcio de paraboldide

[ Ha diversas aplicacoes praticas do paraboléide, nomeadamente na Optica, na acustica e na
nologia, devido a uma propriedade reflectora da pardbola.

Segundo esta propriedade, qualq lipoderaigsqueinddap&

€ lel. ixo de simetria da pardbola é reflectido para o foco, e
€ vice-versa, se uma fonte emitir algum tipo de raios no foco eles rE——
serdo reflectidos paralel a0 eixo de simetria da pardbol

Forno solar para esterilizacao de dgua

A-18
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ELIPSE

Circulo Elipse Pardbola

Hipérbole

CONSTRUCAQ DA ELIPSE

N L Vs

Elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano tais
que a soma das distincias a dois pontos fixos (focos) é Equacdo reduzida da elipse: fl_; 4= ,,LZ =1
constante e maior gue a disténcia entre os focos.

PROPRIEDADE REFLETORA DA ELIPSE

APLICAGOES

“Em qualquer elipse, um raio emitido de um dos -
seus focos reflete-se passando pelo outro foco.” R

|

TR

TRABALHO

Elabore um trabalho que envolva as cdnicas
apresentadas e gue podera ter diferentes formatos
{papel, magueta, fotografia, etc).

Este deverd ser acompanhado de uma sintese
descritiva dos tipos de odnicas utilizadas



