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Resumo

A teoria das equacoes diferenciais estocasticas é de extrema importancia
em muitas dreas cientificas, em particular, na economia. De facto, em
financas, estas equagoes sao instrumentos essenciais para modelar a evo-
lucao dos pregos dos activos, assim como taxas de juro e seus derivados.
Dado que o tempo e a incerteza sao os elementos centrais que influen-
ciam o comportamento dos agentes econémicos, as equagoes diferenciais
estocdasticas constituem a ferramenta matematica privilegiada de andlise
da teoria econémica e financeira avancada. Uma das razoes da sua cres-
cente utilizagdo deve-se as potencialidades do céalculo estocastico de Ito.
Nesta dissertacao, comegamos por efetuar uma introducao ao problema
da resolucao das equacoes diferenciais estocasticas, nomeadamente aque-
las em que é possivel encontrar a forma explicita da solucao forte. No
entanto, para a grande maioria, tal nao é possivel, sendo entao necessario
utilizar técnicas numéricas para encontrar uma aproximacao da solugao.
Iremos, assim, introduzir métodos numéricos que permitem construir
uma aproximagao da solucao forte de uma equagao diferencial estocas-
tica. Abordam-se os métodos de Euler-Maruyama e de Milstein, casos
particulares dos designados métodos de Taylor estocasticos, que se ob-
tém a partir da expansao de It6-Taylor. O desempenho dos métodos serd
analisado no sentido da convergéncia forte. Por ultimo, apresentam-se
algumas aplicagoes destes dois métodos a exemplos classicos do contexto
das financas.

Palavras Chave:

Equagoes Diferenciais Estocésticas, solucao forte, métodos numéricos, convergéncia
forte, método de Euler-Maruyama, método de Milstein.



Abstract

The theory of stochastic differential equations is of most importance for
many scientific fields, notably economics. In fact, these equations are es-
sential instruments, in finance, to model asset prices, interest rates and
their derivatives. Since time and uncertainty are key elements that in-
fluence economic agents’ behavior, stochastic differential equations have
been the main tool for analyzing the advanced economic and financial
theory. One of the reasons for the growing use of such equations is due to
the potential of It6 stochastic calculus. In this thesis, we begin with an
introduction to the resolution of stochastic differential equations, in par-
ticular, those that can be solved exactly in the strong sense. However, for
the great majority, this is not possible and numerical techniques are nee-
ded in order to approximate the solution. Thus, we introduce numerical
methods that allow us to construct an approximation of the solution of a
stochastic differential equation. We address Euler-Maruyama and Mils-
tein methods, which are special cases of the so-called Taylor methods,
obtained from Ito-Taylor expansion. Their performance will be evaluated
by means of strong convergence. Finally, we present some applications
of Euler-Maruyama and Milstein methods to classical examples in the
finance framework.

Keywords:

Stochastic Differential Equations, strong solution, numerical methods, strong con-
vergence, Euler-Maruyama method, Milstein method.
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Capitulo 1

Introducao

E sobejamente conhecida a utilidade das equacoes diferenciais ordinarias para mo-
delar e analisar o comportamento de diversos fenémenos que evoluem com o tempo,
bem como a sua aplicagao as mais variadas areas da ciéncia.

No entanto, quando o fenémeno em estudo é influenciado por fatores incontrolaveis
de natureza aleatdria, os modelos classicos devem ser convenientemente adaptados
por forma a incorporar as flutuacoes casuais subjacentes. As Equacoes Diferenciais
Estocasticas, aqui designadas abreviadamente por EDE’s, constituem instrumentos
matematicos eficazes para responder a esta exigeéncia.

As EDE’s sao fundamentalmente equagoes diferenciais com um termo estocdstico
adicional que descreve o “ruido”, ou seja, as referidas perturbagoes aleatorias.
Tanto quanto sabemos, a primeira EDE surgiu em 1908 e foi proposta por Langevin
no ambito dos estudos sobre o famoso movimento browniano que muito surpreendeu
o botanico Brown, em 1827, nas suas observacoes ao microscopico.

De entre os muitos matematicos e fisicos que, durante o primeiro quartel do século
XX, contribuiram para a construcao da teoria das EDFE’s, destacam-se Bachelier,
Einstein, Smoluchowsky, Ornstein, Uhlenbeck, Wiener e Lévy. Contudo, foram in-
dubitavelmente os trabalhos de It6 e Stratonovich que, ao desenvolverem o calculo
estocdstico, a impulsionaram de forma decisiva, conferindo-lhe uma base matema-
tica mais solida.

It6 pretendia estudar os processos de difusao através de um método probabilistico,
em alternativa ao método analitico usado na altura. O método analitico passava
por analisar as solucoes de duas equacoes com derivadas parciais, as equagoes de
Kolmogorov, relativas as func¢oes densidade de transicao do modelo de Markov que
descreve tais processos. Mas as técnicas da teoria das equagoes com derivadas par-
ciais eram muito restritivas na medida em que exigiam condigoes muito fortes para
assegurar a existéncia de solucao dessas equagoes.

Em contrapartida, o método probabilistico, sugerido por Lévy para construir difu-
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soes e estudar as suas propriedades, conduziu Ité a criagao da teoria das equagoes
diferenciais estocasticas. It6 demonstrou que as solucgoes destas equagoes sao proces-
sos de Markov e desenvolveu o cdlculo estocéstico para, deste modo, poder analisar
as propriedades dos processos estocasticos obtidos. Efetivamente, o calculo de Ito
fornece ferramentas poderosas para estabelecer propriedades importantes dos pro-
cessos de difusao, tais como a regularidade das trajetorias, estimativas dos momentos
e dependéncia em relagdao a parametros ou condicoes iniciais.

Desde entao, o calculo estocastico foi alvo de um progresso extraordinario, motivado
pelo facto de, em muitas aplicagoes, ser necessario considerar EDE’s construidas a
custa de processos integradores mais gerais do que o processo de Wiener, nomeada-
mente com trajetérias descontinuas. Neste sentido, surgiu a integracao estocastica
relativamente a semimartingalas, com base nos trabalhos pioneiros de Doléans (1976)
e Protter (1976). De facto, este tipo de processos revela-se mais flexivel quando se
pretende modelar dados empiricos ou experimentais nos quais sao detetados “saltos”,
que surgem, por exemplo, em mercados de taxas de cambio com fortes oscilagoes ou
em situacoes relacionadas com “crashes” nos mercados financeiros.

Mas o beneficio da teoria das EDE’s nao se limita ao campo financeiro, encontrando
atualmente intimeras aplicagoes em &areas cientificas muito diversas, que vao desde
a Quimica, a Fisica e a Engenharia até a Biologia ou as Ciéncias Sociais. A titulo
de exemplo, podem referir-se as seguintes aplicagoes.

Nas ciéncias biolégicas, quando se pretende modelar a dinadmica de uma populacao,
sao usadas equagoes deste tipo, onde o “ruido” aleatério representa, em geral, a in-
certeza ambiental (c.f. [5]). De igual modo, as EDE’s foram propostas em vérios
modelos estocésticos que descrevem a atividade de descarga de um neurénio (c.f.
[5))-

Nas ciéncias sociais, tém sido utilizadas em modelos que descrevem o processo de
polarizacao politica (c.f. [0]).

No contexto da avaliacao das opgoes, que nos é mais familiar, estipula-se, em geral,
uma EDE linear, relativamente simples, para o comportamento do ativo subjacente:
a equacgao proposta por Black e Sholes, em 1973. Para este tipo de EDE’s, é possivel
obter a solugao explicita e, deste modo, exibir a expressao das varidveis do processo
estocdstico que descreve a evolugao temporal do preco das opcoes. No entanto, as
séries financeiras apresentam, quase sempre, fortes efeitos nao lineares (sendo a vo-

latilidade o efeito mais importante) que apenas podem ser representados a custa de
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EDE’s nao lineares. Ora, a resolucao de equacoes deste tipo reveste-se de dificul-
dades consideraveis (c.f. [l], por exemplo), ndo sendo mesmo possivel, na grande
maioria dos casos, encontrar a forma explicita da solugao.

A impossibilidade de, na grande maioria dos casos, determinar explicitamente a ex-
pressao da solucao de uma EDE, tornou o estudo dos métodos numéricos um campo
particularmente proficuo da analise estocéastica, razao pela qual conheceu um desen-
volvimento consideravel nas ultimas décadas.

Métodos numéricos para aproximar a solucao de uma EDE podem ser obtidos genera-
lizando os métodos numéricos deterministas tais como o de Euler e de Runge-Kutta.
Contudo, tais métodos nao sao muito precisos. Para obter métodos numéricos apro-
priados deve ser feita uma analise detalhada da ordem de convergéncia bem como
da estabilidade numérica do método e do comportamento dos erros.

O método de Euler-Maruyama para EDE’s é o método numérico mais simples e
obtém-se por generalizacao do método de Euler determinista. Este método nao
sendo muito preciso é um ponto de partida para métodos numéricos mais avanca-
dos.

Esta dissertagdo tem por objetivo apresentar uma introducao as abordagens elemen-
tares para o problema da resolucao de uma EDE, quer no sentido da determinacgao
da sua solugao (forte) exata, quer da aplicagdo de métodos numéricos para construir
aproximacoes dessa solucao.

O trabalho estd dividido em duas partes. Na primeira, elaborada com base em [3],
[11], [18], [19] e [22], comega-se por introduzir as classes de processos estocdsticos
subjacentes a teoria das EDE’s, o Lema de It6, ferramenta matemética indispensavel
para o seu manuseamento, seguidos da definicao de EDE e do teorema relativo a
existéncia e unicidade da sua solucao, no sentido forte; a ultima seccao do capitulo,
dedicada aos métodos de resolucao propriamente ditos, contempla essencialmente
a determinacao da solucao exata de uma EDE linear geral e da classe de equacoes
nao lineares que se podem reduzir a forma linear através de uma transformagao
adequada. A segunda parte do trabalho é dedicada a construgéo de aproximacoes
numéricas para a solucdo de uma EDE, quando ela existe e é unica. Tendo [19] e
[13] como referéncia principal, mas também apoiada em [1], [20], [28], [29] e [30], s@o
inicialmente apresentados os critérios mais usuais para avaliar o desempenho de um
método numérico neste contexto, assim como a expansao de It6-Taylor, enquanto

ponto de partida da construcao dos métodos de Euler-Maruyama e de Milstein, que
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serao abordados nas duas secgoes seguintes; serd dado particular destaque as propri-
edades de convergéncia forte do primeiro, que, devido a sua simplicidade, é um dos
mais referidos na literatura. Este capitulo termina com a aplicacao destes métodos
a algumas equagoes particularmente populares no contexto financeiro, para as quais
se conhece a forma explicita da solucao exata, a fim de comparar as aproximagoes
construidas com essa solucao.

Os algoritmos dos programas que permitiram construir as trajetorias pretendidas
encontram-se em apéndice; esses programas foram implementados recorrendo ao

software MatLab, versao 7.6.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais
Estocasticas

2.1. Consideracgoes e resultados preliminares

Ao longo do presente texto, denotaremos por (£2,.4, P) um espago de probabilidade
completo sobre o qual estao definidos todas as variaveis aleatérias e todos os proces-
sos estocasticos intervenientes. Consideraremos apenas processos estocasticos reais,
representados genericamente por (X, ¢t € T), cujo espaco dos tempos, T, serd RS’
ou um intervalo limitado da forma [tg, T], com to, T € Ra“ , T > tg. Como é usual,
admitiremos que o conjunto dos niimeros reais, bem como o conjunto T, estao muni-
dos das correspondentes tribos de Borel, denotadas por B e Br, respetivamente. A
notagao (Wy, t € R(}L ) seréd usada exclusivamente para designar o processo de Wiener
standard.

Designaremos ainda por (F;) ter; @ filtragdo completa de (€2, A, P) gerada por este
processo estocastico, isto é, para cada t € Ra“ , F¢ é a tribo gerada pela familia de
acontecimentos N Uo(Ws, 0 < s <t),com N ={A € A: P(A) =0} L.
Trabalharemos essencialmente com a classe dos processos de It6. A sua definigdao
requer a introducao de duas outras classes de processos, que representaremos por
LI (8, [to, T)]), @ = 1,2, constituidas pelos processos estocésticos (X;, t € [tg,T]) sa-
tisfazendo as seguintes condigdes:

(8) (Xi, € [to,T]) é adaptado a (F)yepro 1

(b) (X¢, t € [to, T]) é mensurdvel, ou seja, a aplicagao

[to,T] xQ — R

(tw)  ~ Xy(w)
¢ mensuravel relativamente a tribo produto By, 71 ® A;

T
(c)/ X, [idt < 400 qei=1,2.
t

0

'Note-se que a filtracdo natural do processo de Wiener, assim construida, constitui apenas um

caso particular de filtragoes mais gerais consideradas habitualmente na literatura.
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Definicao 2.1.1. O processo estocdstico (X;, t € [to,T]) diz-se um processo de
It6 se as suas trajectorias forem q.c. continuas e, para cada t € [to,T], X; puder

ser escrita na forma

t t
Xt = Xy, —|—/ Bs ds+ | Cg dWy g.c., (2.1)

to to
com Xy, uma varidvel aleatdria real mensurdvel relativamente a Fy, e (B, t € [to, T])
e (Cy, t € [to, T)) processos estocdsticos pertencentes a L' (8, [to, T]) e L*(S, [to, T)),

respetivamente (c.f. [22]).2

Observagao 2.1.1. Na igualdade anterior, o primeiro integral ¢ um integral de
Lebesgue, enquanto que o sequndo € um integral de It6. A fim de simplificar a

notagao, € habitual representar simbolicamente (2.1) na forma diferencial
dX; = B dt + Ct th, te [tO,T]

e dizer que dXy € o diferencial estocdstico do processo (X, t € [to,T]).
Assim, mo que se seque, todas as expressoes envolvendo diferenciais estocdsticos

deverdo ser forcosamente interpretadas neste sentido.

Apresentamos agora uma versao do lema de It6 cuja demonstracdo podemos encon-
trar em [19], por exemplo, que serd 1til nas préximas secgdes. Como é sabido, este
lema constitui uma ferramenta matematica crucial do calculo estocastico, sendo, em
particular, imprescindivel na manipulacao e na resolucao de equagoes diferenciais

estocasticas.

k)

Lema de It6: Sejam (Xt( ,t € [to,TD ,k = 1,...,n, n processos de Itd6 com

diferenciais estocasticos

dx¥ = BM at+ o awi, tefto,T), k=1,....n

2Na verdade, a definicdo de processo de It6 requer que os processos estocésticos (B¢, t € [to,TY)
e (Ci, t € [to,T]) sejam progressivamente mensurdveis em relacdo a (Ft)ic[t,,7)- Apesar desta
condigdo ser mais forte do que as hipéteses ((a) e (b)) formuladas, é possivel mostrar (c.f. [17]) que,
sob (a) e (b), existe uma versdo de (X, t € [to,T]) que é progressivamente mensurével em relagio
a (Ft)tefto, ], © que nos leva a considerar, implicitamente, uma tal versao.
Diz-se que o processo estocédstico (X¢, t € [to,T]) é progressivamente mensurdvel em relagdo a

(Ft)terto, ) e, para todo o t € [to, T], a aplicagdo
[to, t] xQ = R
é By

to,t] ® Ft mensurdvel.



2.1 Consideracoes e resultados preliminares

e h(t,z1,...,2n), (t,x1,...,2y,) € [to, T] X R”, uma funcao real, com derivadas par-
clais
Oh Oh 0%h
hi=—, hj=—, hji=——, 1,7=1 n
t 815 ’ 1 3@’ 1) 83313% ) ) ) )
continuas.

Entao, o processo estocdstico (Zy,t € [tg,T]) definido por Z; = h(t,Xt(l), . 7Xt(n))7

t € [to, T], é um processo de Ito e verifica

t t
Zy = Zy, —I—/ B, ds + Cs dWys q.c., t€ [to,T], (2.2)
to to
com
Co=> n(t,x",...,.xI"c?
=1
€ n
By = h(t, XV, x4 hit xV, L x)BY +
=1

T 2;;%(&&( L xee?, e i, 1.

Observagao 2.1.2.

(i) Em alternativa a notagdo diferencial equivalente a (2.2), escrevemos ainda

Az, = [h(t, X, XM+

Iy 1 P (i) (i
+ Q;J;hij(t,)(t( )L XMYeD e ar

+ 3 hae, XV, xM) dx), te [to, T,
=1

agrupando os termos Z hi(t, Xt(l), .. ,Xt(n))B,f dt e Z hi(t, Xt(l), .. ,Xt(n))C,f dW;
i=1 =1
e substituindo, formalmente, Bf@ dt + C’t(l) dWy por dXt(l), parai=1,...,n.

(i) Tomando n = 1, obtemos apenas

1
dh(t,X;) = <ht(t,Xt) + he(t, X¢) By + 2hm(t,Xt)Cf> dt+ 03
2.3

+ hx(t,Xt>Ct dWy, te [to,T],
oh . on o

onde htza, hxza—x e hyy = 922

Ou ainda, mais abreviadamente,

1
dh(t,Xt) = (ht(t,Xt) + Ehxz(t, Xt)0152> dt + hx(t,Xt) dX;, te [t(],T].

3No caso n = 1 omitimos o indice superior.
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Se, em particular, By = 0 e C;, = 1, t € [to,T], entao (X, t € [to,T]) € o

proprio processo de Wiener, pelo que, neste caso, tem-se
dh(t, W) = <ht(t, W) + %hm(t, Wt)> dt + he(t, Wy) dWy, t € [to, T).
(i1i) Considerandon =2 e
h(t,z1,22) = x122, (t,21,22) € [t0, T] X R2,

somos conduzidos a denominada “formula” da integracdo por partes:

dxMx®y = xPax® + xVax? + P a. (2.4)

Por fim, chamamos a atencao de que, no texto, representaremos as funcgoes determi-
nistas por letras mintsculas, sendo as letras maidsculas reservadas para designar os

processos estocasticos, de acordo com a notacao introduzida anteriormente.

2.2. Motivacao e definicao geral

Suponhamos que pretendemos modelar a evolucao do valor de um ativo financeiro ao
longo do tempo, a partir de determinado instante inicial, ¢y € Rar. Uma abordagem
usual para construir um tal modelo consiste em analisar o comportamento da varia-
¢ao relativa do valor do ativo num intervalo de tempo de amplitude suficientemente

pequena, At > 0, ou seja
z(t + At) — x(t)
x(t) ’

onde z(t) denota o prego do ativo no instante t.

Se o ativo se comportasse, durante o intervalo de tempo em questao, como um ativo
financeiro sem risco, entao poderiamos considerar
x(t + At) — x(t)
(t)

onde 1 é uma constante positiva que designa a taxa média de crescimento do ativo

= pAt, (2.5)

(por exemplo, p = r, com r uma taxa de juro com capitalizagao continua).

Entao, escrevendo

x(t+ AAti —z(t) — pa(t)

e tomando o limite quando At tende para zero, obtemos (admitindo que z é uma
funcao diferenciavel) uma equagao diferencial ordinéria (EDO) linear e de primeira

ordem

%(t) = pa(t), te€ [to,T),



2.2 Motivacao e definicao geral

cuja solugao, sob a condicao inicial z(tg) = g, o € R, é trivialmente dada por
x(t) = zoexp [u(t —to)], t € [to,T].

Contudo, a relagao (2.5) nao traduz adequadamente a realidade, ji que o retorno
[z(t + At) — z(t)] /=(t) estd sujeito a multiplos fatores externos e casuais cujo efeito
nao é desprezdvel, devendo pois ser incorporado no modelo.

A introducao desse efeito passa, em geral, por adicionar ao segundo membro de (2.5)
um termo proporcional ao acréscimo de um processo estocéstico (Y, t € [tg, T]), no
intervalo considerado:

Xipar — Xy

X = pA¢ +o(Yipar — Y1), (2.6)
t

onde o é um ndmero real positivo. O termo o(Y;yar — Y;) representa, assim, um
impulso aleatério que influencia a dinamica do preco do ativo.

Consequentemente, se as trajetérias dos processos estocasticos envolvidos forem dife-
renciaveis, um raciocinio idéntico ao anterior conduz-nos novamente a uma equacgao
diferencial de primeira ordem

dXt (w)
dt

dYi(w)
dt

= uXi(w) + o Xi(w) , t€[to,T], we Q. (2.7)

As equagtes deste tipo sao designadas por Equagoes Diferenciais Aleatérias
e resolvem-se, para cada trajetéria, como equagoes diferenciais deterministas, nao
necessitando, portanto, do recurso aos métodos do cédlculo estocdstico. Assim, sob
condigoes de regularidade andlogas as do caso determinista, a solucao da equagao

(2.7), para uma dada condicao inicial Xy(w) em to, é dada por
X(w) = Xo(w) exp (t — to) + 0 (Yi(w) — Yig(@))], t€ [to, T].

Ora, a escolha do processo estocdstico (Y;, t € [to, T]) deve procurar refletir o que
se observa empiricamente no comportamento temporal do preco de um ativo. Nesse
sentido, a literatura financeira propoe que a fonte de aleatoriedade seja representada

pelo processo de Wiener standard, o que nos conduz a equacao
dXt = ﬂXt dt + O'Xt th, te [to,T], Xto == XO q.cC..

Surge, deste modo, o conceito de Equagao Diferencial Estocdstica, cuja resolugao
requer técnicas especificas uma vez que a nao diferenciabilidade (q.c.) das trajetérias

do processo de Wiener impede-nos de utilizar a abordagem classica.

9



Capitulo 2 Equacgoes Diferenciais Estocasticas

Mais geralmente, dada uma variavel aleatoria real X(, mensuravel em relacao a F,,
e duas fungoes reais, f e g, definidas sobre [tg,T] x R, mensurdveis em relagdo a
By, 11 ® B, uma Equacao Diferencial Estocastica (EDE), com condigao inicial

Xp, é uma expressao da forma
dX; = f(t, Xt) dt + g(t,Xt) dWy, t € [to,T], (28)

onde (Xy, t € [tg,T]) é um processo estocdstico tal que Xy, = Xo, q.c.. As fungdes

f e g denominam-se os coeficientes 4 da equacio.

Claro que a expressao (2.8) é meramente simbdlica, pelo que devemos comegar
por explicitar as condigoes que permitem interpreta-la como uma equacao integral,
atribuindo-lhe, deste modo, um significado matematico. Vejamos, entao, o que se

entende por uma solugao da EDE (2.8), (c.f. [L1]).

Definicao 2.2.1. O processo estocdstico (X, t € [to,T]) diz-se uma solugao forte

da EDE (2.8) se:

o (Xy,t € [to,T]) tem trajetérias continuas q.c.;

(Xi,t € [to, T]) € um processo adaptado a (Ft)icjry,1);

T
/ | f(s,Xs) |ds < +00 q.c;
t

0

T
/ G*(s,Xs)ds < +00 q.c.;
t

0
e para cada t € [y, T|, X; verifica a equagao integral
t t

Xe=Xo+ | f(s,Xs) ds+/ g(s, Xs) dWs q.c..

to to

Note-se que as solugtes fortes nao sao as unicas solugoes de uma EDE. Com efeito,
definem-se dois tipos de solugoes: as solugoes fortes e as solugoes fracas. Fixados os
coeficientes f e g e a varidvel aleatéria real X, a diferenca entre os dois conceitos
reside essencialmente no facto de, na nocao de solugao forte, o processo de Wiener
ser especificado a partida enquanto que, na nocao de solucao fraca, ele ser também
uma incégnita da equacao.

Determinar uma solucao fraca de uma EDE pressupée, assim, a construgao de dois

processos estocdsticos: um processo de Wiener standard, (Wt,t € [to,T]), e um

4De deriva e de difusio, respetivamente.

10



2.2 Motivacao e definicao geral

processo ()?t,t € [to,T]) que verifica a equagao (2.8) quando o processo de Wie-
ner subjacente a equacao é (Wt,t € [to,T]). Este tipo de solugbes nao serd aqui

abordado, uma vez que nos dedicaremos apenas as solucoes fortes.

Naturalmente, a primeira questdao que se coloca é a da existéncia e da unicidade
da solucao forte de uma EDE. Tal como nas EDQO’s, a resposta a esta questao,
patente na Proposicao 2.2.1, passa por efetuar, por um lado, uma restricao sobre o
crescimento dos coeficientes (que garante a existéncia de pelo menos uma solucao)
e, por outro lado, exigir o seu carater lipschitziano (que assegura a unicidade da

solugao).
Proposicao 2.2.1. Suponhamos que a varidvel aleatoria real Xo € mensurdvel em
relagao a Fi, e admite momento simples de sequnda ordem. Suponhamos ainda que
0s coeficientes f e g verificam as sequintes condicoes:
(1)
FK>0: VteltT), Vo eR, [ft,z)>+ |gt,z)> < K1 +|z?); (2.9)

(i) 3L >0: VteltT], Vo €R,

|f(t,z) — f(t,y)| + 19t z) — g(t,y)| < Llz — yl. (2.10)

Entao, a equagdo (2.8) admite uma unica solugao forte, (Xy,t € [to,T]). Além disso,
esta solucao € tal que

sup B(|Xi|*) < +oo.
to<t<T

Demonstracao: Veja-se, por exemplo, [19], pdg. 131.

Observagao 2.2.1.
(i) A unicidade da solugio significa que se (Xy,t € [to, T]) e (X}, t € [to,T]) forem
duas solugoes fortes da equagao (2.8), entdo estes processos sao indistinguiveis,

isto é, existe Q' € A, com P(Y) =1, tal que
Vw e Q' Vt € [to, T)], Xi(w)= X{(w).

(ii) Tal como € referido em [19], existem versées mais gerais desta Proposi¢dao, em
que, por um lado, se prescinde da condicdo sobre a existéncia de E(|Xo|?) e,
por outro lado, se substitui a condicao de Lipschitz por hipdteses mais fracas.

Para as possiveis generalizagées, pode consultar-se, por exemplo, [15].

11
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No que se segue, admitiremos que Xy verifica as hipdteses da proposicao anterior.
Iremos apresentar agora duas propriedades do processo solucao que serao usadas no

proximo capitulo.

Proposicao 2.2.2. Suponhamos que as funcgoes f e g verificam as condigoes (2.9)
e (2.10) e que
E(|Xo|*") < +o0,

para algum n € N, n > 2.
Entao, existem constantes positivas C e D, dependentes apenas de n, K, L, T e tg,
tais que
(i)
tosSggTEﬂXt\?") < C(1+E(Xo*™); (2.11)

(i)

Vs,tefto,T], s<t, E(|X:— Xs|*) <D 1+ E(Xo*) (t—s)". (2.12)

Demonstragao: A propriedade (i) decorre diretamente da primeira desigualdade es-
tabelecida em [19] no Teorema 4.5.4 (pdg. 136). Decalcando o raciocinio efetuado

pelos autores na sequnda parte do mesmo Teorema, obtemos (ii).

2.3. Solugao exata de uma equacao diferencial estocastica

2.3.1. Equacgoes diferenciais estocasticas lineares

A semelhanga do que se verifica nas EDQ’s, é impossivel, na grande maioria dos
casos, determinar explicitamente a solucao de uma EDE. Uma das excecoes a esta
impossibilidade diz respeito as EDE’s lineares, cuja resolucao é conseguida sem gran-

des dificuldades, tal como teremos oportunidade de constatar.

Definicao 2.3.1. A EDE (2.8) diz-se linear se as funcgoes f e g sao lineares rela-

tivamente ao sequndo argumento, isto €, se sao da forma
f(t, ‘7:) = Cl(t)l’ + Cg(t), g(t,x) = Ul(t)x + UQ(t)7 (t,l’) € [t07T] xR,

com c; e oy, © =1,2, funcoes reais deterministas.

12



2.3 Solucao exata de uma equacao diferencial estocastica

Definicao 2.3.2.
(i) Se as funcgées ca e oo forem identicamente nulas, a equagao diz-se uma EDE
linear homogénea;
(ii) Se a func¢do o1 for identicamente nula, a equagao diz uma EDE linear com
ruido aditivo; caso contrdrio, diz-se uma EDE linear com ruido multi-

plicativo.

A préxima proposi¢do mostra que a continuidade das funcées ¢; e 04, i = 1,2 é

suficiente para garantir a existéncia e unicidade da solugao de uma EDE linear.

Proposigao 2.3.1. Se as fungoes ¢; e 0y, i = 1,2, forem continuas em [to, T], entdo

uma EDFE linear admite uma unica solucao forte.

Demonstragao: De acordo com a Proposi¢ao (2.2.1), basta verificar que, sob esta hi-
potese, as fungoes f(t,x) = ci(t)r + c2(t) e g(t,x) = o1(t)r + o2(t),
(t,x) € [to, T] x R, satisfazem (2.9) e (2.10).

Ora, sendo ¢; € 0, i = 1,2 continuas em [to, T], entao sao limitadas neste intervalo,
pelo que a sequnda desigualdade € trivialmente verificada. Relativamente a primeira,

basta invocar este facto e a desigualdade (a + b)? < 2(a® + b?).

Antes de nos debrugarmos sobre a resolucdo de uma EDE linear na sua forma mais
geral, analisaremos dois casos particulares que ilustram algumas das técnicas habi-
tualmente utilizadas.

O primeiro caso diz respeito a uma equagao com ruido aditivo.

Consideremos, entao, a equacao
dX; = (Cl (t)Xt + Cg(t)) dt + Ug(t) dWe, te [tQ,T], (2.13)
com 02 nao identicamente nula, sob a condicao inicial X;, = Xg q.c..

Comecemos por determinar a solucao da EDO que se obtém substituindo X; e W,

por fungoes reais diferencidveis, z(t) e w(t), respetivamente:

() = 1 () z(t) + ca(t) + o2 (t)w'(t), t € [to,T]), z(to) = ¢ € R.

13
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Supondo, para simplificar, que w’ é uma funcao continua, a solucao pretendida é,

como sabemos, dada por

w(t) =0 (w0 + / ek / e ds).

t
com p(t) = exp ( / c1(s) ds> o correspondente fator integrante.
to

Escrevendo o segundo integral como um integral de Riemann-Stieltjes, vem

2(t) = p(t) <$0+ /t: C:((j)) ds + /t: U:(f)) dw(s)), t € [to, T.

A expressao anterior sugere-nos a forma da solucdo da EDE considerada, conforme

mostra o resultado seguinte.

Proposicao 2.3.2. Suponhamos que as fungoes ¢;, © = 1,2, e o9 sdo continuas em

[to, T]. A solugdo forte da equagdo (2.13) € dada por

X; = u(t) (Xo 4 /t: jj((j)) ds + /t: f((;)) dWS> g.c., t€lto,T),

com p(t) = exp ( /t: o1 (s) ds).

Demonstragcao: Uma vez que, sob as condigoes da hipdtese, estdo assequradas a

existéncia dos integrais envolvidos na expressao de Xy, bem como a unicidade da
solugdo forte da equacao, a demonstracao reduz-se apenas a constatar que o processo
estocdstico (X, t € [to, T]), assim definido, verifica a equagado.

Para tal, determinemos o seu diferencial estocdstico, recorrendo ao lema de Ité.

De facto, podemos escrever X, = F(t,Y;) com

F(t,x) = pu(t)z, (t,x) € [to,T] x R,

t t
Yt:Xo—i—/ c2(s) ds—i—/ 725) . g te [to, T,
to M(S) to ,U,(S)

um processo de Ito.

Notando que, para todo o (t,x) € [to,T] X R, se tem
Fit,2) = j (0 = s (Op(0)r, Fultsr) = (t) ¢ Faaltyz) =0,

obtemos, por aplicagio de (2.3),

P(LY) = F(to,Ye) = [ (ei(s)n(s)Ye+ uls)

h
N
=|S
2| »
N————
QL
Va)

t o2(s)
+ /to 1(s) (5) dWs q.c., t € [to, T),



2.3 Solucao exata de uma equacao diferencial estocastica

isto €,

X:— Xo= /t (c1(8)Xs + ca(s)) ds+ /t oa(s) dWs q.c., t € [to, T,

to to

0 que mostra que o processo estocdstico (Xy, t € [to,T)) satisfaz a equagdo (2.13).

|
Tlustramos a aplicacao desta proposigao com os seguintes exemplos.
Exemplo 2.3.1. A solu¢do forte da equacdo de Langevin
dX; = —cXy dt + o0 dWy, t€[0,T), (2.14)
com ¢ e o constantes reais, o # 0, € o processo estocdstico definido por
t
X =e Xy —|—0'/0 e dWs) q.c., t€]0,T],
usualmente designado, na literatura, por processo de Ornstein- Uhlenbeck.
A

Exemplo 2.3.2. Consideremos a equacdo

2
dX; = <1+tXt +b(1+ t)2> dt +c(1+1)* dWy, t€[0,7T], Xo=1 q.c.,

onde b e ¢ sdo constantes reais, com ¢ # 0.

Temos, evidentemente, u(t) = (1 +1)2, pelo que
t t
X, = (1+1)? <1 —i—/ b ds +/ c dWs) =(1+t)*A+bt+cWy) qc., t€[0,T).
0 0
A
Apresentamos, agora, um método que permite resolver a EDE linear homogénea
dX; = C(t)Xt dt + O'(t)Xt dWy, te [tO,T], (215)
com o nao identicamente nula e X;, = Xo g.c..

Analisemos, em primeiro lugar, o caso em que Xy = 1, g.c..
Adotando um procedimento analogo ao anterior, comecamos por determinar a solu-

¢ao da equagao determinista

2'(t) = a(t)z(t) + b(t)z(t)w'(t), t€ [to,T], =(0) =1,
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onde a, b e w sao fungodes reais, com a e b continuas e w continuamente diferenciavel.
Uma vez que a solugao procurada é dada por
t t t
x(t) = exp </ (a(s) + b(s)w'(s)) ds> = exp </ a(s) ds+ [ b(s) dw(s)> , t € [to, T,
to to to
consideramos entao, para (2.15), uma soluc¢ao da forma
t t
X¢ =exp </ a(s) ds +/ b(s) dWS) g.c., telto,T],
to to
com a e b fungoes reais adequadas, de modo a que (X, t € [tg, T]) satisfaga a referida
equagao.
Para tal, escrevemos X; = F(Y;), t € [to,T], com F(z) =¢e”, x €Re
t t
Y :/ a(s) ds+ [ b(s) dWs q.c., t€ [to,T],
to to

vindo, por (2.3),
1

Nestas condicoes, as fungoes em causa podem ser encontradas identificando os coe-

ficientes de (2.15) e (2.16):

o que conduz a

X, = exp (/t:(c(s) _ % o2(s)) ds + /t:(f(s) dWs> gc t € [to,T).

Desta expressao, decorre o resultado que se segue:

Proposigao 2.3.3. Suponhamos que as fungées ¢ e o sao continuas em [ty,T]. A
solug¢do da EDE (2.15), com a condi¢do inicial X, = Xg q.c., € dada por
t 1 ¢
X; = Xgexp (/to (c(s) b 02(s)> ds + /to o(s) dW5> g.c., tEety,T].

Demonstragao: Claro que no caso de Xog = 0 q.c., a solugao da equacgao é, trivial-
mente, Xy =0 q.c., t € [to, T).

Admitamos, entao, que Xg # 0 q.c.. Invocando o raciocinio efetuado anteriormente,
podemos afirmar que o processo estocdstico (f(t, t € [to, T]), com Xy = )%, estd bem

definido e constitui a unica solucdo forte da equacdo

dXt = C(t)Xt dt + O'(t)Xt dWy, t e [to,T}, Xto =1 gq.c.,
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2.3 Solucao exata de uma equacao diferencial estocastica

verificando, portanto, a igualdade
X —1 :/ c(s)Xs ds+/ o(s)Xs dWs q.c., teto,T]. (2.17)
to to
Ora, sendo Xo mensurdvel relativamente a Fy,, tem-se

¢ t

Xo / ()X, AW, = [ o(s)X, dW,.
to to

Consequentemente, multiplicando ambos os membros de (2.17) por Xg, concluimos

que

t t
Xt—XO:/ c(s)Xs ds+/ o(s)Xs dWs q.c., t € [to,T],

to to

0 que conduz ao resultado anunciado, uma vez que as condicdes da hipotese assegu-

ram a unicidade da solugao forte da equagao dada.

|
Vamos exemplificar a aplicacao desta proposi¢ao com a equacao de Black-Scholes.
Exemplo 2.3.3. Consideremos a equacdo
dX; = pXy dt + o Xy dWy, t€[0,T], (2.18)

onde p e o sdo niumeros reais, com o > 0.
Fizada a varidvel aleatoria real Xg, q.c. limitada, a solugao forte desta equagdo €

dada por
o2

5 )t—f—aWt) g.c., telto,T],

X = Xo exp <(,U,

processo que € conhecido por movimento browniano geométrico.

A
Dedicamo-nos, por fim, a resolucao de uma EDE linear geral
dX; = (c1(t) Xy + ca(t)) dt + (01(t) X¢ + o2(t)) dWy, t € [to, T1, (2.19)
com a condicao inicial X, = Xy q.c..
Procuremos uma solugao da forma
Xy = UV,
com (Uy, t € [to,T]) e (Vi, t € [to,T]) processos de It6 verificando
AUy = c1(t)Uy dt + o1 (t)Uy dWy, t € [to, T), Uy, =1 q.c. (2.20)

17
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dVy = Ay dt + By dWy, t € [to,T], V;go = Xp q.c., (221)
onde (A, t € [to,T]) e (B, t € [to, T]) sdo processos estocasticos convenientemente

escolhidos.

Tal como vimos na Proposicao 2.3.3, a solucao da equagao (2.20) é dada por

Uy = exp (/t: (cl(s) - % af(s)> ds+/t01(s) dWs> o tEfto,T].  (2.22)

to
Por outro lado, determinando o diferencial do produto U;V;, vem, de acordo com

d(Ut‘/;f) = Ut d‘/;f + Vvt dUt + (oa] (t)BtUt dt
= Ut (At dt + Bt th) + ‘/;f (Cl(t)Ut dt + Ul(t)Ut th) + Ul(t)BtUt dt

= (UtAt + C1 (t)Xt + Jl(t)BtUt) dt + (UtBt + Jl(t)Xt) th
Se compararmos esta expressao com a do diferencial estocastico de X;, dada por

(2.19), e igualarmos os coeficientes, obtemos

Cg(t) — O'l(t)ag(t) . O'Q(t)
Ut € Bt = Tt

A =

Consequentemente, o processo estocastico (V;, t € [tg,T]) é definido por

¢ _ ¢
w=X0+/ c2(s) = 01(s)02(s) ds+/ 928 W e te o ], (2.23)
to Us to Us

pelo que

t _ t
X, = UV, = U, <X0+/ c2(s) ‘[’]1(3)"2(8) ds—l—/ 72(5) dWS> g.c., t € [to, 1.
to s to

Proposicao 2.3.4. Suponhamos que as funcgoes ¢; e 05,1 = 1,2 sdo continuas em

[to, T]. A solugdo da equagao (2.19) é dada por

t . t
. _0, <X0+/ ea(s) — 01(5)0a(s) ds+/ 10) dWS) g t € [to,T],
t U, t Us

onde (Uy, t € [to,T]) € a solu¢do da equagdo homogénea que lhe estd associada:
dU; = Cl(t)Ut dt + Ul(t)Ut dWy, te [to,T],
com a condi¢ao inicial Uy, =1 q.c..

Demonstragao: Comecemos por notar que, sendo Xy = UVi, t € [to,T], com

(Ug, t € [to,T)) e (Vi, t € [to,T]) definidos por (2.22) e (2.23), respetivamente, o
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2.3 Solucao exata de uma equacao diferencial estocastica

processo estocdstico (X, t € [to,T]) estd bem definido, pois o mesmo acontece com
(Uy, t € [to,T)) (sequindo o que vimos na Proposicio 2.3.3) e com (Vi, t € [to,T]).
Com efeito, neste idltimo caso, a continuidade das funcéoes co e o;, i = 1,2, bem

como o facto das trajetorias de (U, t € [to,T]) serem q.c. continuas, garantem que

t 2 t
/ <02(S)) ds < 400 gq.c. e /
to US to

Além disso, ambos o0s processos integrandos sao adaptados a (Fi)ieft1)-

ca(s) — o1(s)oa(s)
Us

ds < 400 gq.c..

Por outro lado, a demonstragao reduz-se, uma vez mais, a mostrar que (X, t € [tg, T])
€ solugcdo da equacao. Para tal, basta decalcar o raciocinio efetuado na pdgina an-
terior, calculando o seu diferencial estocdstico através de (2.4) e substituir, na ex-

pressao obtida, os diferenciais de (Uy, t € [to,T]) e (Vi, t € [to,T]).
|

Observacgao 2.3.1. Analogamente ao que se passa nas EDO’s lineares de primeira

ordem, constatamos que o processo solugao de (2.19) admite a representa¢do
Xy =UXo+ 2t gc., t € [thT]7

onde (U Xy, t € [to,T]) € a solugao geral da correspondente equagao homogénea, sob

a mesma condi¢ao inicial, e (Z;, t € [to,T]) € a solugdo da equagao nao homogénea
dZ; = (ca(t) — o1(t)oa(t)) dt + oa(t) dWy, t € [to, T1,
com a condigcao inicial Zy, =0 q.c..
2.3.2. Equagoes diferenciais estocasticas redutiveis

No que diz respeito as EDE’s nao lineares a situacao é substancialmente mais dificil,
pelo que nos limitaremos, & semelhanga do que encontramos na literatura (c.f. [8] e
[19]), a apresentar uma técnica que permite reduzir certo tipo de equagoes a forma
linear, usando uma mudanca de variavel apropriada.

Mais concretamente, dada a equagao
dXt = f(t, Xt)dt + g(t,Xt)th, t e [tO,T], Xto == XO q.c., (224)

a ideia de base consiste em efetuar uma transformagao da forma Y; = h(t, Xy),
t € [to,T], com h uma funcao suficientemente regular, construida de tal modo que

(Yy, t € [to, T)) satisfaga a equagao
dY; = (Cl(t)ift + Cg(t)) dt+ (O’l(t)}/t + O'Q(t)) dWy, t e [to, T], Yto =Yy q.c., (2.25)
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Capitulo 2 Equacgoes Diferenciais Estocasticas

para determinadas funcoes deterministas ¢; e o;, i = 1,2. Se esta ultima equacao
admitir uma solugdo, podemos construir, por inversao, uma solucao da equagao
inicial.

Note-se que este procedimento pressupoe que h seja uma fungao invertivel, no sentido
de que exista uma fungao real, h*, definida sobre [tg,T] x R, tal que, para todos

z, y € Retety,T], se tenha y = h(t,h*(t,y)) e x = h*(t, h(t,z)).

Definicao 2.3.3. A equagao (2.24) diz-se redutivel se existir uma fungdo fung¢ao

real, h, definida sobre [ty,T] X R, invertivel, continua e com derivadas parciais

Oh Oh 0%h

=G oz © 92

continuas, tal que o processo estocdstico (Yi, t € [to,T]) verifica uma equacao da

forma (2.25) (c.f. [8]).

Naturalmente, se a equacao (2.24) for redutivel, hd que determinar as fungoes h, ¢;
e 0;, 1 = 1,2, pretendidas, o que é conseguido através do lema de It6. De facto,

escrevendo

1
0¥ = (e, X+ £ X000, X0) + 50 Xhas(1.X0) )

+ g(t, Xe)ha(t, Xe)dWy t € [to, T7,
constatamos que (Y;, t € [to, T]) satisfaz (2.25) se, para todo o t € [tg, T,

ha(t, h*(t, Y1) + f(, ¥ (8, Yo)) ho (8, ¥ (8, Y2)) + % Gt h* (8, Yy) hao (8, R (8, V7)) =
=c1(t)Y: + ce2(t)
g(t, h* (t,Yy) he(t, W (8, Y3)) = 01(t)Y: + 02(t),

uma vez que Xy = h*(t,Y}).
Concluimos, assim, que as incognitas h, ¢; e g;, ¢ = 1,2 serdo obtidas resolvendo o

sistema,

hi(t, ) + f(t, x)ha(t, ) + % G2 (t, 2 hay (t, ) = c1(t)h(t, x) 4 cot)
g(t,2)he(t,x) = o1 (t)h(t, z) + o2(t),

o que se reveste, em geral, de alguma complexidade.
Por esta razao, iremos ilustrar a técnica no caso em que as fungoes envolvidas (f, g,
h, ¢; e o;, i = 1,2) nao dependem de ¢, remetendo para [8] o caso geral e para [19]

0 caso em que c¢; e o1 sao identicamente nulas.
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2.3 Solucao exata de uma equacao diferencial estocastica

Admitiremos, desde jd, que g(x) # 0, para todo o x € R.

Nestas condicoes, o sistema anterior reduz-se a

P () + 5 2@ (x) = e hx) + o

(2.26)
g(z)h (x) = o1 h(x) + o9.
Ora, uma solucao da segunda equagao ¢ dada por
h(z) = K 1"(®) — 9, se oy #0 (2.27)
01
e
h(z) = oq r(x), se o1 =0, (2.28)
1
onde K é uma constante real ndo nula e r(z) = / ﬁdl‘.
g(z

Analisemos detalhadamente o caso em que o1 # 0, pois o caso correspondente a
o1 = 0 é, em tudo, semelhante.

Substituindo as expressoes de h, h’ e h” na primeira equacao de (2.26), obtemos a

equagao
2
oy orr(z) _ €201 — €102 9.9
<018(:):) + 5 cl> e TR (2.29)
/
onde s(z) = J@) g(aj), relR
glx) 2

Derivando (2.29), vem ainda

1 o2

s'(z) + — <015 z) + =+ —cl>> o1 e717@) = 0, zeR.
(@ + 55 (o +5

Por fim, simplificando esta igualdade e derivando novamente, somos conduzidos a

018 (z) + (gs') () =0, z € R.

Portanto, o sistema (2.26) implica que

VeeR, s'(z)=0 V <(93/)/>, (z) = 0. (2.30)

S/
De igual modo se verifica que, se 01 = 0, a escolha h(x) = o9 r(z), x € R, conduz a
condigao (gs') () =0, z € R, que também implica (2.30).
Estamos agora em condigoes de enunciar a seguinte proposicao, que esclarece o

problema da redutibilidade de uma EDE nao linear da forma considerada.
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Capitulo 2 Equacgoes Diferenciais Estocasticas

Proposicao 2.3.5. Suponhamos que as funcoes f e g sdo derivdveis até as ordens
3 e 4, respetivamente, e que g(x) # 0, para todo o x € R.

A condigdo (2.30) € necessdria e suficiente para que a EDE
dXt = f(Xt) dt + g(Xt) th, t e [tO,T], Xt = X(), q.c.
seja redutivel.

Demonstragdo: Atendendo ao raciocinio efetuado nas paginas anteriores, basta mos-
trar que a condi¢do € suficiente.

Para tal, vejamos que:

e se s'(x) = 0, para todo o x € R, entdao podemos tomar h da forma (2.27),
com o1 € R\{0} arbitrdaria e o9 = 0 garantindo, deste modo, que (2.26) é

verificado;

o ses'(x) #£0 e(gs) (x) =0, para todo o x € R, basta tomar h da forma (2.28),

para oo € R\{0} arbitrdria;

AY /
e se s'(x) #0 e (gs) (x) # 0 mas ((gj,) ) (z) = 0, para todo o x € R, entio

podemos tomar h da forma (2.27), com o2 =0 e 01 = _%'

Mas, em todos os casos, estd também garantida a existéncia de constantes ¢;, 1 = 1,2

tais que a primeira equacao de (2.26) € verificada, o que termina a demonstra¢ao.
|

Tlustramos a aplicagao deste resultado com o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.4. Consideremos a equagdo

1
dX, = §Xt dt + m dWy, t€[0,T]

com Xg nas condi¢des habituais.
Sendo f(x) = %JZ e g(x) = V1 + a2, trata-se de uma equagio redutivel, uma vez que
s(x) =0, z € R.

Tomemos, entao, de acordo com o que foi dito,
h(l’) - K ecnr(:c) — K %! argsinh(:c)v

com K, o1 € R\{0} arbitrdrias.

Para determinar ¢y e ca, recorremos a primeira equagdo de (2.26), substituindo h'
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2.3 Solucao exata de uma equacao diferencial estocastica

e h'' no primeiro membro.
Ora,
o o
W="h e I ="h(o1 g,
g g

pelo que
1 1
I + §g2h" =o1h (g +5(01 - g’)) :

Por outro lado,

donde
/ /

o2
e, portanto c; = ?1 eco=0.

Assim, o processo estocdstico Yy = h(Xy), t € [0,T] verifica a EDE
o2
dﬁ:jnﬁ+mﬁﬂw

com Yy = h(Xo) = K exp(oq argsinh(Xy)).
Entao, temos

}/t = %601Wt7 te [OvTL

e, consequentemente,

1 Yt
X, = h~}(Y;) = sinh ( <ln <I§) + 01Wt>> = sinh(arg sinh(Xg) + Wy).
01
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Capitulo 3

Métodos Numéricos para
resolver Equacoes Diferenciais
Estocasticas

3.1. Introducao

Com j4 foi referido, o estudo dos métodos numéricos conheceu um desenvolvimento
consideravel nas tltimas décadas.

Desde o trabalho pioneiro de Milstein [26] até & atualidade, surgiram diversas aborda-
gens para a construcao de tais métodos, como, por exemplo, as que foram propostas
por Boyce [3], que passa por conceber a equagao como uma equagao diferencial ale-
atoria, por Kushner et al. [23], em que a solugao da equagao é aproximada por uma
cadeia de Markov, ou a que é descrita por Karatzas e Shreve [17], obtida a partir da
férmula de Feyman-Kac.

Contudo, tanto quanto pudemos perceber, destacam-se, sobretudo, as que utilizam
técnicas andlogas as usadas no caso das EDQO’s, baseadas na truncatura da expan-
sao de It6-Taylor, assim como as versoes estocésticas dos métodos de Runge-Kutta
tradicionais.

Em conformidade com esta analogia, surgiram naturalmente as classes dos métodos
de passo tnico e de passo miltiplo, assim como as dos métodos explicitos e implici-
tos. Para uma revisao bibliografica veja-se [19], [27] e [31].

Neste trabalho, limitar-nos-emos a apresentar os métodos de Euler-Maruyama e de
Milstein explicitos e de passo tinico. Apesar da sua simplicidade, sdo bastante po-
pulares e permitem ilustrar algumas das dificuldades subjacentes a generalizacao da
abordagem cldssica ao caso estocdstico, quer ao nivel tedrico (na andlise da qualidade
das aproximagdes construidas), quer a nivel pratico (na implementagao propriamente
dita).

A fim de simplificar a exposi¢do, tomaremos, no que se segue, tg = 0 e, de acordo

com as convencoes adotadas, consideraremos uma EDE da forma (2.8), com a con-
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Capitulo 3 Métodos Numéricos para resolver Equacoes Diferenciais Estocasticas

dicao inicial Xg = xg g.c., onde xy é um numero real.

Admitiremos ainda que os coeficientes f e g verificam as condigoes (2.9) e (2.10),
que asseguram a existéncia e a unicidade da solugao (forte) da equagdo, denotada
por (X;,t € [0,7T]), como anteriormente.

No contexto que aqui nos interessa, a construgao de uma aproximagao numérica de
(X¢,t € [0,T]) passa genericamente por efetuar a discretizagao do intervalo [0, 7]

segundo uma partigao

T 0=n<nn< - <1ty=T,

de didmetro § = gzlam N(Tn_H — 7p) e definir N + 1 varidveis aleatérias reais
n= At AR
Y:ﬂ, n=20,1,..., N, segundo um algoritmo recursivo da forma
Y:.— =F 0,$0
ﬂo ( )7“. =T (31)
XTn+1 =Fa(Xo, ., X, ) +Gn(Zpy1), n=0,1,...,N -1,

com Fj e G; fungoes reais mensurdveis e Z; uma varidvel aleatéria real mensuravel

~ . - s .z s .
em relagao a Fr,, j =1,..., N, de tal modo que X ¢é uma variavel aleatoria real
mensuravel em relagdo a Fr,, n=1,..., N (c.f. [20]).
~ . =y o N . N ~ s .
A sequéncia X, n = 0,1,..., N constitui, assim, a aproximagdo numérica pro-
n

curada que, & partida, devera ser tanto “melhor” quanto menor for o diametro da
particao.

Ora, como seria de esperar, para avaliar a qualidade de aproximacoes numéricas deste
tipo, levantam-se questoes de indole diversa, uma vez que, para além dos problemas
numéricos envolvidos (a semelhanga do que se passa nos métodos numéricos para
as EDO’s), surgem agora os problemas relacionados com os critérios de “proximi-
dade” entre variaveis aleatorias. Nao cabendo, no presente trabalho, uma descrigao
de todas as perspetivas possiveis (nomeadamente, a consisténcia e a estabilidade
numérica), abordaremos apenas a questao da convergéncia de tais aproximagoes.
No que diz respeito a esta questao, distinguem-se, fundamentalmente dois aspetos:
o primeiro prende-se com a ideia de “proximidade” entre as trajetérias do processo
solucao e da correspondente aproximagao numérica, enquanto que o segundo estd
relacionado com a “proximidade” das respetivas leis de probabilidade e, em particu-
lar, dos seus momentos.

Quanto ao primeiro tipo de convergéncia, usualmente designado por convergén-
cia forte, a medida de qualidade da aproximagao proposta por [19] é baseada em

€(8) = E(| X1 — X7|) e define-se do seguinte modo:
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3.1 Introducado

Definicao 3.1.1. Diz-se que uma aprozimacao numérica da forma (3.1)
(i) converge fortemente para (X;, t € [0,T], em T, se

fim E (| X1 - X)) = 0

(ii) converge fortemente para (X;, t € [0,T], com ordem v > 0, em T, se

existem uma constante positiva C, que ndo depende de &, e 5y € RT tais que
E(|Xr - X7|) <Co,
para todo o 0 € (0,dp).

Observacgao 3.1.1. Note-se que uma majoracao suficientemente precisa desta quan-
tidade em funcdo de § €, efetivamente, de grande utilidade na aprorimacdo das
trajetorias do processo solucao no ponto T', pois permite também, com base na desi-

gualdade de Markov, controlar o erro | Xp(w) — Y;(w)‘, para cada trajetoria.

Mas, quer em termos teéricos, quer em termos praticos, ha toda a conveniéncia em
trabalhar com medidas de qualidade mais exigentes, majorando convenientemente o

erro global dado por

E( sup ‘XT” —Y:J) .

n=0,1,...,.N
Para atingir este objetivo, a estratégia usual consiste em construir um processo
estocdstico a tempo continuo (X7, t € [0,T]), cujas varidveis, nos instantes 7,
n=0,1,..., N, coincidam com as da sequéncia associada a parti¢ao e procurar um

majorante de

E | sup ‘Xt — Yﬂ .
0<t<T

Em [19], sdo sugeridos dois procedimentos para a construcio de (X, t € [0,T7]):
uma via consiste em definir X,, t € [0,T], considerando X; = Y:ﬂ, para
t € [TusTngil, m = 0,1,...,N — 1; em alternativa, X; podera ser definida por
interpolacao linear

— —T t — Tn T ~ 7 1

Xt = XTn + 7-n+17_7-(X7—n+1 — XTn)7 t e [Tn77'n+1[,

0 que possui a vantagem de gerar trajetérias continuas e simples de implementar
computacionalmente.

Contudo, tal como é referido em [19], em ambos os casos, as trajetérias geradas nao

v 7
LClaro que X7 = Xry, uma vez que 7y =T
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Capitulo 3 Métodos Numéricos para resolver Equacoes Diferenciais Estocasticas

refletem o cardter irregular das trajetérias do processo (Xy, t € [0,7]) no que se
refere & (nao) diferenciabilidade, que decorre da irregularidade das trajetérias do
processo de Wiener subjacente a EDE.

Sob o ponto de vista tedrico, é habitual recorrer a interpolagoes que sao igualmente

baseadas em integrais estocasticos, como veremos nas proximas seccoes.

Relativamente a aproximacao dos momentos, tem lugar a nogao de convergéncia

fraca, definida como se segue (c.f. [19]):

Definicao 3.1.2. Seja C uma determinada classe de fungoes reais de varidvel real.
Diz-se que uma aproximagao numérica da forma (3.1)

(i) converge fracamente para (X;, t € [0,T], em T, em relagdo a classe C, se

lim | B (o(Xr)) - B (o(X7))| =0

para qualquer ¢ € C; 2
(ii) converge fracamente para (X, t € [0,T] com ordem § > 0, em T, em
relacdo a classe C3, se, existem uma constante positiva C, que ndo depende de

5, e 5o € RT tais que
|E (p(X1)) - E (¢(X7))| < C”,
para todo o 6 € (0,0).

Note-se que este tipo de convergéncia nao exige que o processo (X;, ¢t € [0,7]) e
a sequéncia Y:n, n = 0,1,..., N, sejam gerados a custa do mesmo processo de

Wiener, uma vez que apenas pressupoe a “proximidade” das leis de probabilidade de

XTQYY}.

Tal como foi referido na introdugao, iremos estudar apenas as propriedades de con-

vergéncia forte dos métodos de Euler-Maruyama e de Milstein.

Observagao 3.1.2. Repare-se que, se a funcdo @ for, por exemplo, lipschitziana,
entao toda a aproximag¢do numérica que convirja fortemente para (X, t € [0,T]),
em T, com ordem de convergéncia -y, convergird também em sentido fraco, com a
mesma ordem de convergéncia. No entanto, de um modo geral, ¢ possivel obter

ordens de convergéncia fraca mais elevadas (c.f. [19]).

Desde que exista a esperanca das varidveis aleatdrias intervenientes.

3Em [19], os autores restringem esta classe ao espago Cif’gﬂ)

, constituido pelas fungdes reais de
varidvel real de classe C2**Y | cujas derivadas até & ordem 2(8 + 1) (incluindo a prépria funcio)

tém crescimento polinomial.
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3.2 Expansao de It6-Taylor

3.2. Expansao de Ito-Taylor

A semelhanca do que se passa para as EDQO’s, os métodos de Euler-Maruyama e de
Milstein baseiam-se na denominada expansao de Ito-Taylor, que nao é mais do que
a generalizagao da “férmula” de Taylor no ambito do calculo estocastico. Apresen-
taremos, agora, uma versao simplificada desta expansao.

A expansao de [to-Taylor obtém-se por iteracao da “férmula” de It6 e envolve con-
ceitos de integragao multipla (c.f. [19]).

Aplicando a “fé6rmula” de It6 (2.3) a uma fungao real de variavel real, 1, nas condi-

¢oes do lema de Ito, vem, para ¢ € [0, T] arbitrariamente fixo,
t+h 1
V(Xrn) = (X)) + £, Xo)o' (Xs) + 59(s, Xs)*9" (X)) ds
2
t

t+h
—i—/t (9(s, X))V (Xs)) AW,

t+h t+h
= (X)) + LM)(Xs)ds + L2)(Xs)dWs, h >0, t+h €)0,T],
t

' (3.2)

onde L' e £2 denotam os seguintes operadores

B Lo 8 , 0
8t+f7 2 ¢

1 v
£ 2 0z2 £ _gasc

Assim, apés a aplicacao da “férmula” de It a L9 e £21) obtemos
t+h s s
o) = v+ [ (evee+ [Cectueear s [ e, ) s
t t t
t+h s s
- / (c%p(xt) + / LEL2p(X,)dr + / £2£2w(XT)dWT> dW,
t t t

t+h t+h
= (X)) + Elz/J(Xt)/ ds + L2)(Xy) / dWs + Ry,
t t
ou, mais abreviadamente,
V(Xpyn) = V(Xt) + £1¢(Xt)—7(0),h + £2¢(Xt)—7(1),h + Ry.

Voltando a iterar sobre os termos de R1, somos ainda conduzidos a

t+h s t+h s
Ry = £1£1¢(Xt)/ ds/ dr+£2£1w(Xt)/ ds/ dw,
t t t t

t+h s t+h s
+L LX) / dW, / dr 4+ L2L%)(Xy) / dW, / dW, + Ry
t t t t
= L'L(X) o0y p + L2LY(X0) 0,0) 0 + L1 L7Y(X0) I(1,0),
+L2L2Y(X) 11y, + Ro,
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Capitulo 3 Métodos Numéricos para resolver Equacoes Diferenciais Estocasticas

onde agora I(; ;) , t,j = 0,1, denota um integral duplo, com i e j tomando os valores
0 ou 1 consoante o integral correspondente seja de Lebesgue ou de Ito, respetiva-
mente.

Deste modo, a expansao de Ité-Taylor de segunda ordem de 1(X;,) é dada por
V(Xern) = P(Xy)

+LYY(Xe) Loy + L2(X) L1y
(3.3)

+L LX) Lo.0) 0 + L2L (X)) L(0,1), + L1 L7Y(X) 1,0y

+L2LY(Xe) 11y + B2, h>0, t+h €)0,T].

Nas secgoes seguintes, consideraremos 1 a fungao identidade sobre R e usaremos a

expansao de Ito-Taylor de X; para motivar os métodos numéricos apresentados.

3.3. Método de Euler-Maruyama

Um dos métodos mais simples para construir uma aproximacgdo numérica de
(X¢, t €]0,7]) é o método de Euler estocéstico ou método de Euler-Maruyama,

que se baseia em (3.2) e resulta das aproximagoes

t+h
/t f(s, Xs)ds ~ f(t, Xy)h

t+h
/ g8, X)W, = g(t, X,) (Wesn — Wo),
t

analogamente ao caso determinista.
A sequéncia Y:n, n=20,1,...,N, é pois, definida iterativamente por:
Yg = X0
(3.4)

-7
Tn4+1

= X, + [0 X0 ) (Tng1 — ) + 9(Tn, X ) (We oy — W),

Na sequéncia do que foi afirmado na seccao 3.1, é conveniente, em termos tedricos,
considerar interpolacoes que se exprimem a custa de integrais estocdasticos.

Neste sentido, uma forma natural de proceder consiste em definir, para t € [1,,, Tp+1],
er = i +f(7'nv )(t_Tn)"‘g(Tm )(Wt Wr,)

t
- /an, ds—l—/ (Tn,Y:n)dWS.

4S0b reserva de existéncia dos integrais envolvidos.
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3.3 Método de Euler-Maruyama

Portanto, substituindo sucessivamente as expressoes de X, j =1,...,n, podemos

escrever

-7

t
X, = X. +/ [, X1 ds—i—/ 9(70, X )W
= xg+ Z Tza Tz+1 - Tz) +g(TZ7Y7r)(WTi+1 - WT:))

t
/an, ds—I—/ (Tnay’;—rn)dWs

Ti+1 Ti4+1 —
_ $0+Z(/ f X5 )as+ [ g(an)dWs)

t
+ f(Tn,X:n)ds+/ g(Tn,Y;)dWS.

n
Seja agora my = sup {m, € w: 1, < t}, t € [0,T]. Como, para s € [r;, Ti+1], se tem

~T . . ~
ms = Ti, X, admite ainda a expressao

ﬂ Tit+1 e Tit+1 e
X, = x0+2(/ WS,Xﬂs)ds+/ g(ws,X,,s)dm)

A

t
/ f 7T87 d5+/ (WSaY:S)dWsa

t t
X7 =0t [ S X )ds+ [ glm, X7 )W
0 0

ou seja,

~ ~7 , . e s s .~
Esta expressao de X, serd particularmente 1util na préxima proposi¢ao, que esta-
belece a ordem de convergéncia do método de Euler-Maruyama. Antes, porém,
apresentamos um resultado auxiliar que sera necessario na demonstracao da referida

proposicao.

Lema de Burkholder-Davis-Gundy: Se (H:,t € [0,T]) é um processo estocdstico

que pertence a classe L*(,[0,T)), entdo o processo estocdstico definido por
t
Zy :/ |Hs|dWs, t€[0,T],
0

€ tal que

p T 2
Vle,EIB>O:E((sup|Zt|>>§BE<</ |HS]2ds> )
0<t<T 0

Demonstracao: Veja-se, por exemplo, [15].
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Proposicao 3.3.1. Suponhamos que os coeficientes f e g verificam as condigdes da
Proposi¢ao 2.2.1, bem como a sequinte condi¢do:

JAeRY: Vo eR,Vs,tel0,T]
f(t,2) = f(s.2)] +|g(t.2) — g(s,2)| < AQL+ [a])|t - s]2. (3.5)

Entao, existe uma constante C* > 0, dependente apenas de T e de xq, tal que, para

toda a parti¢ao m de [0,T], se tem

E ( sup | Xy —Xﬂ) < C*63.
0<t<T

~ . . N -
Demonstracao: No que se seque e para simplificar a escrita, denotaremos X, apenas

por Xy, sempre que ndo for necessdrio explicitar a dependéncia da particdo.

Seja Zy =

[0,T] arbitrariamente fixo.

0<u<t

Para todo o u € [0,T], podemos escrever

Xy —Xu= / (f(s,Xs) — f(ﬂ's,yﬂ—s)) ds —l—/ (g(s,Xs) - g(ws,yﬂs)) dWs, q.c.,
0 0

pelo que
Zy < sup / (f(s,Xs) — f(ﬂ's,yﬂs)) ds|+ sup / (g(s,Xs) —g(ﬂ's,yﬂs)) dWs|, q.c.
0<u<t |Jo 0<u<t [J0

/Ou (95, Xs) — glms, X)) AV,

t
§/ ‘f(S,Xs)— 7TSa )
0 0<u<t

, g.C..

e, portanto

E(Z2) < 2E(U?) +2BE(U3) q.c., (3.6)
com

U, = / }f S, X 7r57X7r)
€

Vs = sup | [ (gl X) = gl X)) W)
0<u<t |JO

A estratégia da demonstracdo consiste, assim, em majorar E(UZ) e E(U2) conveni-
entemente.

No que diz respeito a esperanca de U12, temos, tendo em conta a desigualdade de

2)7

Cauchy-Schwarz,

E(U?) < tE ( /0 £(5,X0) — flme. Xr.)
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3.3 Método de Euler-Maruyama

ou ainda,

BR) <t [ B (176X - S X)) s (3.7

pelo teorema de Fubini-Tonelli.
Relativamente a E(U2), a desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy e novamente o

teorema de Fubini- Tonelli conduzem a

B3 < B [ 8 (Jo(o,X0) gl X)) s (35)

Por forma a majorar as funcgoes integrandas de ambos os integrais, notemos que,

para todo o s € [0,t],

2

’f(S7Xs) - f(ﬂ'&yﬂs) < 3 |f(S7XS) - f(S’XWs)|2 +3 |f(57X7Ts) - f(TrSvXWs)’Z"’_

+ 3 ‘f(ﬂ's’Xﬂs) - f(ﬂ'SaYTrs) 2-

Com base nas hipdteses formuladas sobre os coeficientes f e g, (3.5) e (2.10), os

termos anteriores sdo majorados q.c., por
3L X, — Xn.|?, 3A%(1 + | X |)?|s — 7| € 3L X, — Xr.l,

respetivamente.
Como

X, — X2 < < sup | X, —Xu|2) <7

0<u<s

vem, tomando esperancas em ambos os membros da desigualdade obtida,

E (’f(S,Xs) - f(ﬂ-S’yWs)

2) < BL2E (|X, — Xp|?) + 3A2E (14 |Xn)2) |5 — el +

+ 3L*E(Z?).

Ora,
E (|Xs - Xﬂ's|2) < D(s—mg)(1+ |$0|2)7

por (2.12) da Proposi¢ao 2.2.2, (it), uma vez que Xog = xg, q.c., com xg € R.
Por outro lado,

E((1+|Xx])?) <2+ 2B(1Xx, %),

sendo esta 1ltima expressdo majorada ainda por 2 + 2C(1 + |zg|?), tendo em conta

(2.11) da Proposicao 2.2.2, (i).

33



Capitulo 3 Métodos Numéricos para resolver Equacoes Diferenciais Estocasticas

Constatamos, entdo, que a fungdo integranda do integral que figura no segundo

membro de (3.7) é majorada por
3L2D(1 4 |20)?)0 + 6A%(1 + C + C|x|?)é + 3L2E(Z2),

pois 0 < s — g < 6.

Concluimos, assim, que
E(Uy) < 3(LT)*(1 + |20]?)8 + 6(AT)?(1 + C + Clzo|?)6 + 3L*T /Ot E(Z%)ds,
isto €,
E(Uy) < Ci(T, z0)d + C2(T) /OtE(Zsz)dS-

Analogamente, a partir de (3.8), podemos afirmar que

E(Uy) < C3(T, 20)0 4+ Cy /Ot E(Z%)ds.
Portanto, de (3.6), obtemos

E(Z}) < C5(T,x0)d + Co /OtE(Zf)ds,

com C5(T,x0) e Cg constantes reais positivas dependentes apenas de T e xg.
Para terminar a demonstracdo, resta aplicar a desigualdade de Gronwall a funcgao

o(t) = E(Z}), t €[0,T), vindo
Vtel0,T], E(Z%) < Cs(T,x0)0esT,

o que conduz & desigualdade enunciada, com C*(T,z9) = /Cs(T,x0)eCsT, pois
E(Z)) < E(Z}).

Nas condigoes da proposi¢ao anterior, tem-se, entdao, para toda a particao, m, de
[0,T], com didmetro ¢,
T %ol
E sup | X5, — X, || <C%62,
n=0,1,...,N
o que mostra, em particular, que este método conduz a aproximacoes numéricas

fortemente convergentes, com ordem %

Observagao 3.3.1.
(i) Se os coeficientes f e g nao dependerem de t, a condi¢ao (3.5) € trivialmente
verificada e a demonstracdo anterior € consideravelmente mais simples, no

entanto nao se consegue melhorar a ordem de convergéncia.
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3.4 Método de Milstein

(ii) Encontramos em [29], por exemplo, uma generalizag¢io da Proposi¢ao anterior.
De facto, substituindo a hipdtese (3.5) pela condi¢io mais geral

Vae€lo,1l[, 3A>0: VzeR, Vs, t€]0,7],

[f(t,z) = f(s,2)| + gt x) — g(s,2)[ < A(L + [x])[t — 5|,

a autora conclui que

Vpe[l,4oof, E < sup ‘Xt —Xﬂp) < C*(T, xg, p)0°P,
0<t<T

1

com 3 = min(s, o).

Mais ainda, em [1/] e [73], sao estabelecidos resultados mais gerais, no sentido

de serem exigidas hipoteses menos restritivas sobre os coeficientes da equag¢do.

3.4. Método de Milstein

Para construir a aproximagao numérica proposta por este método, adiciona-se aos

trés primeiros termos de (3.3), a parcela

t+h
£2£2¢(Xt)f(1,1),h = gg:v/ (Ws - Wt)dWs,
t

recordando que consideramos v a funcao identidade.

Mas,

t+h t+h t+h
/ (Wy — Wy)dW, = / W, dW, — W, dW, =
t t t

=Yirn — Yo = We(Wipn — Wa), (3.9)
t
onde Y; :/ Ws dWs, t €[0,T].
0
Entao, (Y, t € [0,T]) ¢ a (unica) solugao forte da equagao

dYy =Wy dWy q.c., t € [O,T],

com a condicao inicial Yy = 0 g.c. e, portanto,

1 1
}/;5 == §Wt2 — 575 q.c., te [O,TW]7

como sabemos.

Consequentemente, substituindo esta expressao em (3.9) e simplificando, vem
t+h 1 N 1
/ (Wi = W)W, = S (Wi — Wo)® = Sh
t
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. ~ s ~7 , 4 . .
A aproximagao numérica X , n =0,1,..., N, construfda pelo método de Milstein
é, assim, definida iterativamente por:

<7

Y:nﬂ = Y; + f(TnaY:n)(TnJrl - Tn) + Q(Tnayzn)(WmH - WTn) (3'10)

JF%Q(Tmy:n)gx(TnaY;) ((W‘rn+1 - WTn)2 — (Tns1 — Tn)) .

O desempenho deste método é superior ao de Euler-Maruyama,® uma vez que a sua

ordem de convergéncia forte é um, tal como afirma a proposicao seguinte (c.f. [19]).

Proposigao 3.4.1. Suponhamos que os coeficientes f e g verificam as condicdes do
lema de Ito, bem como as condigoes da Proposi¢do 3.3.1.

Suponhamos ainda, que existem constantes positivas L', K' e A’ tais que

VazeR, Vte(0,T]|gg:(t z)* < K'|1+ |z, (3.12)

Yz e R, Ve 0,T]|f(t0)|+ L f(ta)|+ gt 2)|+ L gt 2)] < A'(1+[a])]t - 5|2,
(3.13)
Entao, a aprozimagao numérica dada por (3.10) converge fortemente para a solug¢ao

(Xt, t €10,T]) da EDE (2.8), com ordem de convergéncia v = 1.

Demonstragao: Veja-se [19], pdg.350.

3.5. Aplicagoes

Apresentam-se, por fim, alguns exemplos que ilustram o desempenho dos métodos
referidos, comparando as aproximagoes numéricas construidas com a trajetoria da
solucao exata da equagao.

Antes de mais, comegdmos por simular as trajetérias do processo de Wiener stan-
dard.

Para tal, considerdmos uma parti¢ao do intervalo [0, 7], de diametro A = %, base-

ada em instantes equidistantes, t, = nA, n=0,1,...,M, M € N.

50 método de Milstein coincide com o método de Euler-Maruyama quando g, = 0.
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Dado que Wy = 0 q.c., podemos escrever
th+1 = th + (th+1 - th)? n= 07 17 AR 7M - 17

e, deste modo, gerar as trajetérias de (Wy, ¢ € [0,T]), com base na independéncia

dos seus acréscimos e no facto de
th+1 - th ~ N(O,A), n = 1,...,M.

Por outro lado, para construir as aproximagoes numéricas pretendidas, consideramos
uma outra partigdo de [0, 7], tomando como didmetro 6 = %, definida & custa dos
instantes 7,, = nd, n=0,1,...,N, N € N,

De modo a garantir que {7, 71,...,78v} C {to,t1,...,trr}, tomdmos 6 = RA, com
R € N (c.f. [13]). Os acréscimos subjacentes a construgao das aproximacoes sao,

assim, dados por

nR

WTn+1 - Wz, = Wt(nJrl)RA - thRA = Z (Wk: - Wk—1)~
k=nR—R+1

Em qualquer um dos casos, as trajetérias (a tempo continuo), no intervalo [0, 7],
sao obtidas por interpolacao linear, fazendo, sem perda de generalidade, T' = 1 nos
dois primeiros exemplos e T' = 5 no terceiro exemplo.

Nas trajetérias da solucao exata e das aproximagoes numéricas, os segmentos de reta
referentes a interpolagao linear encontram-se a cheio e a tracejado, respetivamente.
As trajetorias da solucao exata e das aproximagoes de Euler-Maruyama e de Milstein

estao representadas a verde, azul e magenta, respetivamente.

Exemplo 3.5.1. Seja X = (X, t € [0,1]) o processo de Ito que satisfaz a equagdo
de Black-Scholes
dX; =15X dt + Xy AWy, t € [0, 1], (314)

com condi¢ao inicial Xog =1 q.c..

De acordo com o exemplo (2.3.3), a solugdo exata da equagdo é dada por
Xy =exp(t+Wy) g, te]0,1]

pelo que podemos comparar uma aproximagao obtida a partir de (3.4) com a solu¢do
exata.
Obtemos as solugoes exatas, para a mesma trajetoria do processo de Wiener gerada,

a partir de

th = exp (tn + Z(WZ — Wi_1)> .

=1

37



Capitulo 3 Métodos Numéricos para resolver Equacoes Diferenciais Estocasticas

Para obter as aprozimacoes de Euler-Maruyama e de Milstein consideramos 6 = 272
ed=2"% Xog= Xo=1 e procedemos recursivamente de acordo com (3.4) e (3.10),

respetivamente.

4.5 T T T T T T T T T

38F .

28¢ .

0.1 n2 o3 04 05 06 07 08 08 1

Figura 3.1: Aprozimacdio de Euler e solu¢io exata com § = 272

45 T T T T T T T T T

1_5_ / -

14 e

D5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 0.1 02 03 04 05 0B 07 og 09 1

Figura 3.2: Aprozimacio de Milstein e solugdo exata com § = 272
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45 T T T T T T T T T

358F .

251 .

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 o 07 08 08 1

Figura 3.3: Aprozimacio de Euler e solugdo exata com 6 = 274

45 T T T T T T T T T

251 i | 4

151 # .
14 j{ -

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 o 07 08 08 1

Figura 3.4: Aprozimacio de Milstein e solugdo exata com § = 274

A partir da visualizagdo das figuras, € notorio que a qualidade das aproximagoes
aumenta consideravelmente ao aumentar o didmetro de § = 272 para § = 274,

bem como, que as aproximacdes obtidas pelo método de Milstein apresentam uma
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qualidade superior relativamente as obtidas pelo método de Fuler-Maruyama.

Simulando agora, L = 25 trajetorias diferentes do processo (X¢, t € [0,1]) e as
correspondentes aproximacoes de Fuler e de Milstein para a mesma trajetoria do
processo de Wiener gerada, podemos estimar o erro absoluto médio através do erro
empirico

L
1 -
€=7 ; | X1k — X7kl

onde X1 e X7y denotam os valores exatos e aproximados, em T', para a k-ésima

trajetoria, respetivamente.

Assim, pelo método de FEuler, vem

5 274 2-5 2-6

€ 03212 0.2981 0.2463

Tabela 3.1: Erros no método de Euler-Maruyama

Por observacdo da tabela, constatamos que o erro absoluto diminui a medida que
diminui o diametro §, confirmando o que observdmos nas figuras.

No caso do método de Milstein, temos

5 274 2-5 26

€ 0.1535 0.0770 0.0429

Tabela 3.2: Erros no método de Milstein

Confirmamos, agora, que o erro absoluto € menor em relacdo ao do método de
Euler-Maruyama para qualquer § considerado e, analogamente ao método de Fuler-

Maruyama, que este diminui ao diminuir o diametro da particdo.

A
Exemplo 3.5.2. Seja X = (X;,t € [0,1]) o processo de Ité que satisfaz a equagao
X, = %Xt dt +\/1+ X2 dWi, t € [0,1] (3.15)
com condicao inicial Xg =1 g.c..
Como vimos no Exemplo 2.3.4 esta equacgao € redutivel e tem solugao explicita
X = sinh(argsinh(1) + W;) ¢.c., t€]0,1].
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Comparemos a solu¢ao exata com as aproximagoes obtidas a partir de (3.4) e (3.10),

tomando § = 274,

348 T T T T T T T T T

0.5+ .

Figura 3.5: Aprozimacdo de Euler e solucao exata da equacao redutivel

348 T T T T T T T T T

25F 4 4 .

0.5 "+ 1

Figura 3.6: Aprozimacdo de Milstein e solugdo exata da equagdo redutivel

Analogamente ao exemplo anterior, a observacdo das figuras permite constatar que,

as aproximacdes de Milstein apresentam qualidade superior as de Euler-Maruyama.

A
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3.5.1. Aplicagao de métodos numéricos na modelagao de taxas de juro

A taxa de juro varidvel pode ser calibrada através do modelo de Vasicek (Vasicek,

1977) que propde a dinamica
d’l”t = ]{3(9 — ’r‘t)dt + O'th, te [0, T], (316)

com condicdo inicial rg, onde k, 6 e o sdo constantes positivas que representam,
respetivamente, a velocidade de reversao a média, a média e o desvio-padrao.

Esta equacdo é uma variante da equacao de Langevin (2.14) que tem como solugao
o denominado processo de Ornstein-Uhlenbeck.

De acordo com o Exemplo 2.3.1, a solugao desta EDE é dada por
t
re =04 e "t <(7“0 —0)+ 0’/ ekde5> )
0

Por outro lado, podemos calcular o integral fg eFsdW,, recorrendo & integracdo por

partes

/t ekdeS(W) _ [ekSWs(w)K B /Ot Ws(w)d(eks) -

0

= MWy (w) — Wo(w) — /Ot keM* Wy (w)ds (3.17)

embora nao consigamos escrever o integral de Riemann envolvido de uma forma mais
explicita.

t
Note-se que, como a fungao integranda é determinista, / eF*dW, tem distribuicao
0

N (o, /Ot(eks)QdWs) =N (0, i(ez’“ - 1)) :

2
re ~ N (9 + e Ft(rg — 0), ;—k(l - e_%t)) .

pelo que

Na auséncia de flutuagoes do mercado (o = 0), hd uma tendéncia para que a taxa
reverta para o valor de referéncia 0, isto é, converge para 6 quando t — +o0o. Quando
ha flutuacdes aleatérias do mercado, esta reversao é perturbada, mantendo-se, no
entanto, esta tendéncia. Tal facto estilizado denomina-se reversao para a média, isto
é, o valor esperado da taxa de juro tende, quando t — o0, para o valor 6, sem que
a sua variancia cres¢a demasiadamente.

A maijor desvantagem apontada ao modelo de Vasicek é a possibilidade de valores
negativos para a taxa de juro, ;. Contudo, a facilidade de manuseamento analitico

conseguida com a densidade Gaussiana ¢ dificilmente atingida para outros modelos
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estocasticos para a taxa de juro.

Salienta-se que, neste caso, os métodos numéricos sao fundamentais, dado que, para
obter a trajetéria da solucao exata necessitariamos de aproximar o integral de Ri-
emann que figura no segundo membro de (3.17), cuja funcao integranda, é por sua

vez, uma trajetoria do processo de Wiener.

Este modelo pode ser calibrado através de dados historicos, no entanto, tal tarefa
reveste-se de alguma complexidade e foge ao ambito deste trabalho, pelo que iremos
fixar os valores k, 6 e 0.

Consideremos entao a equacao, onde t estd expresso em anos
dry = ]{7(9 — Tt)dt +odW;, te [0, 5],

com condicdo inicial rg = 5.5%, assumindo k = 15%, 6 = 4% e 0 = 1%.
Para obtermos uma aproximagao da trajetéria de ry, recorremos ao método de Euler-

Maruyama, com passo 6 = 274, obtendo-se

TTn+1 =Tr + k<0 - TTn)(Tn'f’l - Tn) + U(WTn+1 - Wrn)

Aproximagies
(]
=
m
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 248 3 35 4 4.5 5
Termpo em anos

Figura 3.7: Aproximacdo de Euler-Maruyama do Modelo de Vasicek
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As trajetérias de 100 aproximacoes do processo em causa estdo representadas na

figura que se segue:

0.og

0.08

0.o7

o o
fum} fum}
m &5

=
=
B

Aproximagies

wf;:" :\

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 s 1 1.5 2 25 3 34h 4 45 g

Ternpo em anos

Figura 3.8: Simula¢do de 100 aproximacoes de Fuler-Maruyama do Modelo de Va-

sicek

A figura reflete a caracteristica estilizada do modelo que tem a ver com o facto deste

reverter para a taxa média (4%).

Neste caso particular, os métodos de Euler-Maruyama e de Milstein coincidem dado

que a equacao do modelo de Vasicek é uma EDE com ruido aditivo.
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Conclusao

Podemos dizer que existem duas classes gerais de equacoes diferenciais estocasticas
cuja solugao explicita é determinada sem grandes dificuldades: as equagoes lineares e
as equagoes redutiveis. Contudo, no caso da ultima classe, as condic¢oes exigidas aos
coeficientes da equacao sao bastante restritivas, mesmo quando eles ndo dependem
do tempo. A nossa constatacao é comprovada pela lista de equagoes resoluveis apre-
sentadas por [19], onde nao encontramos quaisquer exemplos de equagoes redutiveis
com coeficientes dependentes do tempo. Este facto reforca a utilidade da aplicagao
de métodos numéricos para construir aproximagoes da solucao de uma equacao deste
tipo.

Do que pudemos observar na literatura, os métodos numéricos mais populares para
aproximar numericamente a solucao de uma equacao diferencial estocéastica sao base-
ados na expansao de Ito-Taylor, segundo um procedimento de truncatura semelhante
ao que se efetua nas equacoes diferenciais ordinarias. Dois exemplos simples mas
tipicos de tal procedimento sao os métodos de Euler-Maruyama e de Milstein, abor-
dados nesta dissertacao. Com efeito, enquanto que no primeiro se retém apenas os
trés primeiros termos da expansao, inclui-se, no segundo, um termo adicional que
envolve um integral duplo.

Situando-nos no contexto estocdstico, diversificam-se, naturalmente, os critérios de
qualidade exigidos as aproximagoes construidas. Constatdmos que os mais usuais
na literatura correspondem as nocoes de convergéncia forte e fraca, de indole com-
pletamente diferente, ja que a convergéncia forte assegura a proximidade entre as
trajetorias da solucao exata e das aproximagoes numéricas, e a convergéncia fraca
garante, sobretudo, a proximidade dos seus momentos.

Apesar de nos termos limitado a analisar a qualidade das aproximacoes obtidas
segundo o critério da convergéncia forte, verificAmos, quer a nivel teérico, quer a
nivel pratico, que o método de Milstein, com ordem de convergéncia 1, conduz

(exceptuando, evidentemente, o caso das equagoes com ruido aditivo) a melhores
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aproximagoes do que o método de Euler-Maruyama, cuja ordem de convergéncia é
igual a 0.5. Esta conclusao vai de encontro ao esperado, no sentido de que a inclu-
sao de mais termos na expansao de Ito-Taylor conduziria a melhores aproximagoes.
Existem, de facto, varios métodos de Taylor estocédsticos com ordem de convergéncia
superior a 1, que sao estudados detalhadamente em [19]. Contudo, também aqui se
verifica que, ao aumentarmos o nimero de termos considerados, somos obrigados
a trabalhar com derivadas de ordens superiores dos coeficientes da equacao, o que
dificulta a implementacao dos métodos. Para ultrapassar estas dificuldades, foram
propostos (c.f. [19]) métodos do tipo Runge-Kutta, que néo recorrem ao célculo de
tais derivadas.

Por tltimo, gostariamos de salientar que, face a diversidade (acrescida) dos pro-
blemas que se colocam no contexto estocdstico, apenas foi “levantada a ponta do
icebergue”. Para além de questoes relativas a consisténcia e a estabilidade dos méto-
dos, o problema da convergéncia fraca, embora menos exigente do que o analisado,
reveste-se de grande importancia, uma vez que, em muitas situagoes praticas, no-
meadamente em Financgas, se pretende apenas aproximar os momentos das varidveis

do processo solucao.
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Apéndice A

Algoritmos utilizados na
implementacao dos métodos
numeéricos

A.1. Algoritmos dos exemplos (3.5.1) e (3.5.2)

Método de Euler-Maruyama

EDE dX=mu*Xdt+sigma*XdW

randn(’state’,100)
delta=2"(-8);

N=1/delta;

X_0=1.0;

mu=1.5;

sigma=1.0;

t_0=0;

T=1;

dW=sqrt (delta)*randn(1,N);
W=cumsum (dW) ;
X=X_0*exp((mu-(1/2)*sigma”2)*([delta:delta:T])+sigma*W) ;
plot([0:delta:T], [X_0,X],’g-");
hold;

R=2"4;

Delta=R*xdelta;

L=N/R;

Y=zeros(1,L);

Ytemp=X_0;

for j=1:L

Winc=sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
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Ytemp=Ytemp+mu*Ytemp*Delta+sigma*Ytemp*Winc;
Y(j)=Ytemp;
end

plot ([0:Delta:T], [X_0,Y],’c——%’)

Método de Milstein

EDE dX=mu*Xdt+sigma*XdW

randn(’state’,100)

delta=2"(-8);

N=1/delta;

X_0=1.0;

mu=1.5;

sigma=1.0;

t_0=0;

T=1;

dW=sqrt (delta)*randn(1,N);

W=cumsum (dW) ;

X=X_O*exp((mu-(1/2)*sigma~2)*([delta:delta:T])+sigma*W);

plot([0:delta:T], [X_0,X],’g-");

hold;

R=274;

Delta=Rx*delta;

L=N/R;

Y=zeros(1,L);

Ytemp=X_0;

for j=1:L
Winc=sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
Ytemp=Ytemp+mu*Ytemp*Delta+sigma*Ytemp*Winc+(1/2)*sigma~2*Ytemp* (Winc~2-Delta);
Y(j)=Ytemp;

end

plot([0:Delta:T],[X_0,Y], ’m--%)

52



A.1 Algoritmos dos exemplos (3.5.1) e (3.5.2)

Simulag&do de 25 trajetérias do processo de Itd, X, para determinar o
erro absoluto do método de Euler-Maruyama com delta=2"(-4), 27(-5) e
27(-6).

EDE dX=mu*Xdt+sigma*XdW

randn(’state’,100)

delta=2"(-9);

N=1/delta;

X_0=1.0;

mu=1.5;

sigma=1.0;

t_0=0;

T=1;

M=25;

Xerr=zeros (M, 3) ;

for m=1:M

dW=sqrt (delta)*randn(1,N);

W=cumsum (dW) ;

X=X_0x*exp ((mu-(1/2) *sigma~2)+sigma*W(end)) ;

for p=1:3

R=2"(6-p);

Delta=Rxdelta;

L=N/R;

Y=X_0;

for j=1:L
Winc=sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
Y=Y+mu*Y*Delta+sigma*xY*Winc;

end

Xerr (m,p)=abs(Y-X);

end

end

Erro=mean (Xerr) ;
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Simulagdo de 25 trajetdérias do processo de Itd, X, para determinar o
erro absoluto do método de Milstein com delta=2"(-4), 2°(-5) e 2°(-6).

EDE dX=mu*Xdt+sigma*XdW

randn(’state’,100)

delta=2"(-9);

N=1/delta;

X_0=1.0;

mu=1.5;

sigma=1.0;

t_0=0;

T=1;

M=25;

Xerr=zeros(M,3);

for m=1:M

dW=sqrt (delta)*randn(1,N);

W=cumsum (dW) ;

X=X_0xexp ((mu-(1/2)*sigma~2)+sigma*W(end)) ;

for p=1:3

R=2"(6-p);

Delta=R*delta;

L=N/R;

Y=X_0;

for j=1:L
Winc=sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
Y=Y+mu*Y*Deltat+sigma*Y*Winc+(1/2)*sigma~2*Y*(Winc~2-Delta);

end

Xerr (m,p)=abs(Y-X);

end

end

Erro=mean (Xerr) ;
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Método de Euler-Maruyama

EDE dX=1/2Xdt+sqrt(1+X~2)dw

randn(’state’,100)

delta=2"(-8);

N=1/delta;

X_0=1.0;

t_0=0;

T=1;

dwW=sqrt(delta)*randn(1,N);

W=cumsum (dW) ;

X=sinh(log(1+sqrt(2))+W);

plot([0:delta:T], [X_0,X],’g-");

hold;

R=2"4;

Delta=Rx*delta;

L=N/R;

Y=zeros(1,L);

Ytemp=X_0;

for j=1:L
Winc=sum(dW(R* (j-1)+1:R*j));
Ytemp=Ytemp+(1/2) *Ytemp*Delta+sqrt (1+Ytemp~2)*Winc;
Y(j)=Ytemp;

end

plot([0:Delta:T],[X_0,Y],’c——*’)

Método de Milstein

EDE dX=1/2Xdt+sqrt(1+X~2)dw

randn(’state’,100)
delta=2"(-8);
N=1/delta;
X_0=1.0;

t_0=0;
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T=1;

dW=sqrt(delta)*randn(1,N);

W=cumsum (dW) ;

X=sinh(log(1l+sqrt(2))+W);

plot([0:delta:T],[X_0,X],’g-");

hold;

R=274;

Delta=Rxdelta;

L=N/R;

Y=zeros(1,L);

Ytemp=X_0;

for j=1:L
Winc=sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
Ytemp=Ytemp+(1/2)*Ytemp*Delta+sqrt (1+Ytemp~2)*Winc+
+(1/2) *sqrt (1+Ytemp~2) *Ytemp* (1+Ytemp~2) "~ (-0.5) * (Winc"2-Delta) ;
Y(j)=Ytemp;

end

plot([0:Delta:T],[X_0,Y], ’m--%")

A.2. Algoritmos para as aproximacoes do Modelo de Vasicek

Modelo de Vasicek

EDE dX=kx(teta-X) dt + sigma dW

randn(’state’,100)
delta=2"(-6);

N=5/delta;

X_0=0.055;

k=0.15;

teta=0.04;

sigma=0.01;

t_0=0;

T=5;
dw=sqrt(delta)*randn(1,N);

R=2"2;
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Delta=Rxdelta;

L=N/R;

Y=zeros(1,L);

Ytemp=X_0;

for j=1:L
Winc=sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
Ytemp=Ytemp+k* (teta-Ytemp) *Delta+sigma*Winc;
Y(j)=Ytemp;

end

plot([0:Delta:T],[X_0,Y],’c--.");

xlabel (’Tempo em anos’)

ylabel (’ Aproximagdes’)

100 simulagdes do Modelo de Vasicek

EDE dX=k*(teta-X) dt + sigma dW

for i=1:100
delta=2"(-6);
N=5/delta;
X_0=0.055;
k=0.15;
teta=0.04;
sigma=0.01;
t_0=0;
T=5;
dW=sqrt(delta)*randn(1,N);
R=2"2;
Delta=Rx*delta;
L=N/R;
Y=zeros(1,L);
Ytemp=X_0;
for j=1:L
Winc=sum(dW(R* (j-1)+1:R*j));

Ytemp=Ytemp+k* (teta-Ytemp) *Delta+sigma*Winc;
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Y(j)=Ytemp;
end
plot([0:Delta:T],[X_0,Y],’c--.’); hold on
xlabel (’Tempo em anos’)
ylabel (’ Aproximagdes’)

end
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